I1.7 Passage de la table de vérité a la forme algébrique
Pour représenter une fonction sous forme algébrique a partir de sa table de vérité, on suit les étapes
suivantes :

J On considere dans la table de vérité que les combinaisons de variables pour lesquelles la fonction
vaut 1.
. Dans la combinaison, on remplace les 1 par les variables et les 0 par leurs compléments. Ainsi,
chaque combinaison va correspondre au produit logique de ses variables ou de leurs compléments.
. La fonction sera la somme logique de tous les produits logiques déja trouvés en 2.
Exemple 1
Soi la fonction /" représentée par la table de vérité suivante :
a b flab) Terme algébrique
0 0 1 On remplace le 1 0 par a et le 2% 0 par b a.b
0 1 1 On remplace le 0 par a et le 1 par b a.b
1 0 0
11 1 On remplace le 1 1 par a et le 2% 1 par b a.b

Ainsi, on obtient la fonction f(a,b)=ab +ab+ab

Exemple 2
Soi la fonction f représentée par la table de vérité suivante :
a b c fla,b,c)
0o 0 O 1
0 0 1 0
0O 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 I 0 0
1 1 1 0

En suivant les mémes directives, on peut représenter la fonction correspondante par :
flabc)=a.b.c+ab.c+ab.c

Simplification des fonctions logiques
I1.8 Introduction

Simplifier une fonction logique revient & réduire le nombre de ses termes ou le nombre de variable dans un
méme terme. L'intérét de simplifier une fonction logique apparait dans la réalisation du circuit correspondant

Page 9



puisque cela réduit le nombre de portes logiques utilisées pour sa réalisation. Il existe plusieurs méthodes de
simplification. Dans ce chapitre, on va étudier deux :

e M:¢éthode algébrique ;
e M:éthode de Karnaugh.

I1.9 Méthode algébrique
Elle consiste a utiliser les propriétés de 1'algébre de Boole.
Exemple
Soit la fonction f(a,b,¢,d)=a.b+a.c+b.c
ab+ac+bc=ab+a.c+b.cl
=ab+a.c+b.cla+a) Parcequeon I =a+a
=ab+a.c+tb.ca+bca

=ab(l+c)+a.c(l+b)

a.b+a.cParcequeon 1+c=1let 1+b=1

Ou encore :
ab+a.c+bc=ab+(@a+b)c
=ab+(@+ab)c
=ab+ta.ctab.c
=ab(l+c)+a.c
=ab+ta.c

Donc f(a,b,c,d)=ab+a.c

I1.10 Méthode de simplification par la table de Karnaugh

Une table de Karnaugh est une grille comportant un nombre de cases vide égale au nombre de combinaisons
des variable de la fonction logique qu'on veut simplifier.
Pour une fonction a une variable, la table comprendra une seul case qui peut prendre la valeur 0 ou 1.

o Table de Karnaugh pour une fonction a deux variables

Dans ce cas, la table de Karnaugh sera constituée de 2°=4 cases.

Dans la premiére colonne on met les valeurs possibles pour la variable « a », et dans la premicre
ligne, les valeurs possibles pour la variable « b ».

ab 0 1
0 ab a.b
1 a.b a.b

Pour simplifier une fonction logique par la méthode de Karnaugh, on doit suivre les étapes suivantes:

e Remplir les cases de la table avec des 1 : pour chaque terme de la fonction, on met un 1 dans la case
lui correspondant dans la table. Dans cette table, les cases d'une méme ligne sont adjacentes ainsi que
les cases d'une méme colonne.
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e Encercler tout ensemble de cases occupées par des 1 adjacentes sur la méme ligne ou sur la méme
colonne. Une case peut étre encerclée deux fois. Si un 1 est isolé, on I'encercle tout seul.

e Dans un groupe de 1, si une variable change de valeur, on 1'¢limine, sinon, on la garde.

e La fonction simplifi¢e est la somme logique de tous les termes ainsi réduits.

Exemple

Soit la fonction f(a,b)= ab+ab+ab
Par la méthode algébrique on peut procéder comme suit :
flap)=ab+ab+ab
=ab+ab+ab+ab
=b(@+a)+alb +b)
=a+b

On va appliquer maintenant les régles de la méthode de Karnaugh sur cette fonction. On remarque qu'on a
deux groupes adjacents de 1 :

ab 0 1
0 0 1]
1 |1 1

Pour simplifier, on va considérer ces deux groupes séparément :

- Dans le premier groupe, la variable « b » est fixe, alors que la variable « @ » change de valeur.
Donc, on élimine « a » et le terme réduit est « b ».

- Dans le deuxieme groupe, la variable « a » est fixe, alors que la variable « b » change de valeur.
Donc, on élimine « b » et le terme réduit est « a ».
Enfin, on obtient la fonction simplifiée qui est la somme logique des termes réduits f (a,b) =a+b

. Table de Karnaugh pour une fonction a trois variables

. . . . 3 ..
Pour une fonction a trois variables, il y a 2° combinaisons donc 8 cases.

albec, 00 01 11 10
0 a@bc abc abc abc
1 ab.c ab.c a.b.c a.b.c
Remarques
» On constate que pour passer d'une combinaison a une autre, un seul bit change de valeur (code de
Gray).

> 1l faut considérer cette table enroulée & autour d'un cylindre. Ainsi, la case @.b.¢ et la case

a.b.c sont adjacentes et les cases a.h.c et a.b. sont aussi.
Pour simplifier une fonction a trois variables, on proceéde comme suit :
e Encercler les 1 adjacents. Le nombre de 1 dans un méme groupe doit étre une puissance de 2
(1,2,40u8...).
e Sile nombre des cases encerclées dans un groupe est €gale a 2, alors une seule variable sera
¢liminée et le terme réduit sera forme de deux variables restantes.
e Si le nombre des cases encerclées dans un groupe est égale a 4, alors 2 variables sera
¢éliminées et le terme réduit sera formé d'une seule variable.
Exemple
On va simplifier la fonction suivante :
flabc)=ab.c+ab.c+a.bec+abc+ab.c
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Le regroupement des 1 adjacents dans la table de Karnaugh correspondante donne 3 groupes comme
suivants :

Grl albe 00 01 11 10 GR3

o 1] o o (1]
1 0 [1 1)1

- Pour le premier groupe, le terme réduit et a.c

- Pour le deuxiéme groupe, le terme réduit et a.c

- Pour le troisiéme groupe, le terme réduit et b.c
Donc la fonction simplifiée est f(a,b,c)=a.c +a.c+b.c

. Table de Karnaugh pour une fonction a quatre variables

Pour une fonction a quatre variables, la table de Karnaugh sera constituée de 2%=16 cases comme suite :

abled 00 01 11 10
00 gbhed abed abced ab.cd
01 gpcd abcd  abced  abced
11 gbed abcd  abcd | abed
10 ab.cd ab.c.d ab.cd ab.cd

Remarque
Cette table est enroulée, horizontalement autour d'un cylindre. Ainsi, les cases de la premiere colonne sont

adjacentes aux celles de la quatrieme.
De méme, elle peut étre enroulée verticalement. Ainsi les cases de la premicre ligne sont adjacentes aux

celles de la quatrieme.

Exemple : Soit la fonction

flabcd)=ab.cd+ab.cd+ab.cd+abcd+ab.cd+ab.cd

+abéd+ab.écd+ab.cd+tab.cd+ab.cd
A partir de la table de Karnaugh correspondant a cette fonction, le regroupement des 1 adjacents donne 3
groupes comme suivants :

abled 00 01 11 10
oo 1 1] 1] o
o0 0 |1 [1 1 ]

1m0 |1 1 o0
10(11\10

Pour le premier groupe, le terme réduit et a.b.c

Pour le deuxiéme groupe, le terme réduit et b.¢

Pour le troisiéme groupe, le terme réduit et d

Donc la fonction simplifiée est f(a,b,c,d)=a.b.c+b.c +d

Remarques
a- Le nombre de 1 formant un groupe détermine le nombre de variable que contenir le terme réduit :
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e Un groupe forme de huit 1 permet correspond a un terme réduit a une seule variable ;
e Un groupe forme de quatre 1 permet correspond a un terme réduit a deux variables ;
e Un groupe forme de deux 1 permet correspond a un terme réduit a trois variables.

b- Dans une table a quatre variables, les quatre coins sont des cases adjacentes :
Soit la fonction

flabecd)=ab.cd+ab.cd+ab.cd+ab.cd
La table de Karnaugh correspondant a cette fonction est la suivante :

abled 00 01 11 10
00 \1} 0 0 Q/
01 0 0 0 0
11 0 0 0 0
10 /q 0 0 &1
La fonction simplifiée est f (a, b,c,d )= b.d
. Cas particulier : les fonctions incomplétement définies

Une fonction logique est incomplétement définie quand sa valeur est indifférente ou non spécifiée pour
certaines combinaisons de ses variables.

Exemple . . a b ¢ d flabcd)
Soit la fonction f(a,b,c,d)dont la table de vérité est la suivante :
Les cases ou la valeur de la fonction n'est pas précisées sont 0.0 00 1
appelées cas indéterminées. 0 0 0 1 1
Dans la table de Karnaugh, elles peuvent étre considérées
. o . 0 0 1 0 X
comme des 0 ou des 1, selon qui arrange la simplification.
La table de Karnaugh correspondant a cette fonction est la 0 0 1 1 1
suivante: 01 0 0 1
0 1 0 1 X
abled| 00 | 01 | 11 | 10
- 0 1 1 0 0
T 5 0 1 1 1 0
01 )1 | 100 0 1
a1 100 1 1
10 [\0_| U 1 01 0 0
I 0 1 1 0
La fonction simplifiée est donc f (a, b,c,d ) =ab+c 1jroo x
1 1 0 1 X
I 1.1 0
I 171 1
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I1.11 Les formes canoniques : les formes qui permettant de localiser chaque case d’une table de Karnaugh
comportant un 1 ou un 0 ou chaque ligne d’une table de vérité comportant un 1 ou un 0 sont appelées formes
canoniques.
Les formes canoniques sont en générale simplifiables et chaque terme de ces formes canonique doit contenir
toutes les variables.
On distingue quatre formes canoniques.
- La premiere formes canonique est une somme de produits a implantation par des portes ET reli¢es a
une portes OU.
1. A chaque 1 de la variable de sortie, faire correspondre un produit des n variables d’entrée (dans
TV ou TK).
2. Chaque terme de produit doit contenir toutes les variables d’entrée.
3. L’expression obtenue est généralement simplifiable.
Exemple

Soit la fonction suivante : f,(x,y,z) = x; + ;y; + Ez + xyz

S y)=xy+y=xp+xy+xy
- Ladeuxiéme forme canonique est un produit de sommes a implantation par des portes OU reliées a

des portes ET.
1. A chaque 0 de la variable de sortie, faire correspondre une somme des n variables d’entrée (dans
TV ou TK).

2. Sous la forme normale (variable lui-méme) lorsque la variable d’entrée est égale a 0, sous la
forme complément si la variable d’entrée est égale a 1.

3. Chaque terme de somme doit contenir toutes les variables d’entrée.

4. L’expression obtenue est généralement simplifiable.

Exemple
Donner la premiére forme canonique des fonctions suivantes :
a 0 1 a 00 01 11 10
(0 1 0 ()| 1 1 [0,
1 1 1 1 0, 1 1 )
F1 F2 T
Fl=a+b

F2= (a+b+c)(5+b+c)(a +l_>+c)(5+l_7+c) =c
- Latroisieme est la forme NON-ET (NAND) : on la déduit de la premicre forme canonique, elle
conduit a des diagrammes logiques n’utilisant que des portes NAND.
filx,»,2) = x;z + )_cyz + ;;z + xyz

f=x}2+)_cyz+gz+xyz

=xyz¥xyz*xyz*xyz
C’est la troisieme forme canonique.
- Etla quatrieme est la forme NON-OU (NOR) : a partir de la deuxieme forme canonique, on obtient
la quatrieme forme canonique.
Exemple

F2=(a+b+c)a+b+c)a+b+c)a+b+c)

F2=(a+b+c)a+b+c)a+b+c)a+b+c)

=(a+b+c)+(5+b+c)+(a+Z+c)+(5+5+c)
Ces deux derniéres formes sont implantées par un seul type de porte.
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Mintermes et maxtermes.

Une variable binaire peut apparaitre soit sous sa forme normale (a ), soit sous sa forme complémentaire (a ).
Considérons maintenant deux variables a et b combinées avec une opération £7. Comme chaque variable

peut apparaitre dans I'une ou l'autre forme, il existe quatre combinaisons possibles: ab, ab, ab, et ab .

Chacun de ces quatre termes ET est appelé un minterme, ou un produit standard. De maniére similaire, n
variables peuvent étre combinées pour former 2" mintermes. Le 2" minterme différent peut étre déterminé
par une méthode similaire a celle montrée dans le tableau ci-dessous pour trois variables. Chaque minterme
est obtenue a partir d'un terme ET des n variables, chaque variable étant complémentée si le bit
correspondant du nombre binaire est un 0 et non complémentée si un 1. Un symbole pour chaque minterme
est également montré dans le tableau ci-dessous et est de la forme m;, ou j désigne 1'équivalent décimal du
nombre binaire du minterme désigné.

De la méme manicre, n variables formant un terme OR, avec chaque variable étant complémentée ou non,
fournissent 2" combinaisons possibles, appelées maxtermes, ou sommes standard. Chaque maxterme est
obtenu a partir d'un terme OR des n variables, chaque variable étant non complémentée si le bit
correspondant est un 0 et complémentée si un 1. Notez que chaque maxterme est le complément de son
minterme correspondant, et vice versa.

Variables Mintermes Maxtermes
a b c Terme Désignation Terme Désignation
0 0 0 abe my a+b+c My
0 0 1 abe m; a+b+c M,
0 1 0 abe my a+b+c M,
0 1 1 abe ms3 a+b+c M;
1 0 0 abc my a+b+c M,
1 0 1 abe ms a+B+c Ms
1 1 0 abc Mg a+b+c Ms
1 1 1 abc my a+b+c M;

La simplification par tableau de Karnaugh se fait de la manieére suivante (pour la forme disjonctive) (par 1) :

Remplir les cases du tableau par les 0 ou 1 selon I'état de sortie de la fonction.
Faire des regroupements des cas contenants "1" adjacent par puissance de 2 (2, 4,8, 16,32 ...)
Chaque "1" doit appartenir & un ou a plusieurs regroupements.
Simplification d'une variable se fait lorsqu'on change d'état au passage d'une colonne a une autre ou
d'une ligne a une autre.
La valeur d'un regroupement correspond enfin a la ou les variables qui restent inchangées.
I1 faut avoir le plus grand nombre de "1" possible pour que la simplification soit optimale.

Chaque terme (groupe) représente une multiplication de variables inchangges, et la fonction égale la somme
de ces termes.

La simplification par tableau de Karnaugh se fait de la maniére suivante (pour la forme conjonctive) (par 0) :

Remplir les cases du tableau par les 0 ou | selon I'état de sortie de la fonction.
Faire des regroupements des cas contenants "0" adjacent par puissance de 2 (2, 4,8, 16, 32 ...)
Chaque "0" doit appartenir & un ou a plusieurs regroupements.
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Simplification d'une variable se fait lorsqu'on change d'état au passage d'une colonne a une autre ou
d'une ligne a une autre.
La valeur d'un regroupement correspond enfin a la ou les variables qui restent inchangées.
Il faut avoir le plus grand nombre de "0" possible pour que la simplification soit optimale.

Chaque terme (groupe) représente une addition de variables inchangées, et la fonction égale la multiplication
de ces termes.

Exemple 1: soit la fonction f; donné par f,(x,y,z) = x;g + ;y; + ;;z + xyz la fonction f; peut écrire comme
suit (forme minterme) : f,(x, y,z) =m, + m, + m, + m, = 2(4,2,1,7) .

Exemple 2: soit la fonction f; donné par f2=(a+b+ c)(a +b+c)a+ b+ c)(a +b+ c¢)la fonction f, peut
écrire comme suit (forme maxterme) : f, (a,b,c) =M+ M, + M, + M, = H(O, 4,2,6).

RQ: fi(x,y,2)=m, +my +m, +m, =Y (4,2,1,7)=]](0,3,5,6)
folab,e)y=M,+M,+M,+M =]](0,4,2,6)=>(13,57)

Exemple 3 : soit f3(a, B,c] = @ =+ Bc donner la forme minterme et maxterme.

Filabe) =alb+E}(c+ 8+ (a+ @)bc = abe + abl + abc + abf 4 86 = E(7,654,1) = [1(0,2,3)
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