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Chapitre 1 Erreurs

Chapitre 1: Erreurs

1.1 Définitions

Soit x" une valeur approchée d’un nombre donné .

T

= L'erreur absolue : A(z)=|z-a"|<A,; A, est la bone supérieure de A(x).
Onécrit: x=a"+A, A estditI’incertitude absolue de x .
Exemple  L=(2.1+0.4)m Cette écriture signifie que la valeur exacte de L est

comprise dans l'intervalle [1.7, 2.5]m.

. A A -
* L’erreur relative : r(x)= (:f)ﬁ—férx; r, est la borne supérieure de r(x).
T
r.%=m,x100 r,% est dit Iincertitude relative de x .

Exemple 1 P=(25a 8%)kg < P=(25+0.08x25)kg=(25+2)kg Cette écriture
signifie que la valeur exacte de P est compris dans l'intervalle [ 23,27 |kg.

Exemple 2 I:(2.5i0.2)A@I=(2.5 d%xlOO%jA:@ﬁiS%)A Cette écriture

signifie que la valeur exacte de I est compris dans l'intervalle [ 23,27 |kg.

= Chiffres significatifs : On appelle chiffres significatifs d’un nombre tous les chiffres de
son écriture exceptés les zéros situés devant le premier chiffre non nul.
Exemple 5048 posséde 4 chiffres significatifs, 15.623 posséde 5 chiffres significatifs
et 0.0024003 posséde 5 chiffres significatifs. 100.0 posséde 4 chiffres significatifs.

1.2 Calculs d'incertitudes

Soient x et y deux quantités exactes positives, x" et y" deux approximations positives de x

et y, Az et Ay des erreurs absolues sur x et y.

Addition/Soustraction : Lorsqu'on additionne ou on soustrait des mesures, on doit additionner

les incertitudes absolues.
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Chapitre 1 Erreurs

Exemple
(4.35+0.02)+(2.12+0.01)=(6.47+0.03)

(4.35+0.02)—(2.1240.01)=(2.23£0.03)

Multiplication/division par une constante : Lorsqu'on multiplie ou on divise des mesures par

une constante, on doit multiplier ou diviser l'incertitude absolue par cette constante.

Exemple
(44.01£0.05)x2=(44.01x2+0.05x2)=(88.02+0.10)

44.01+0. .01 0.
(44.0 : 0 05):(44201iog5j=(22.0110.03)

Multiplication/division : Lorsqu'on multiplie ou on divise des mesures, on doit additionner les

incertitudes relatives.

Exemple
. 0.05
(44.01+0.05) (44'01“44,01"100%j (44.014 0.11%) (44.01a (01142 38)7)
= = N = . . 0
(2.10+0.05) (210& O'O5x1oo%j (2.1022.38%) \ 2.10
2.10
~(20.96 & 2.49%):(20.9& —2'49;0%0’96):(20.9& 0.52)

(44.01%0.05)x(2.10+0.05)=(44.01 & 0.11%)x(2.10 & 2.38%)
=(44.01x2.104 (0.11+2.38)%) =(92.42 & 2.49%)

:(92.421 %) =(92.42+ 2.30)

Puissance et racines : Lorsqu'on met la mesure a une puissance, on doit multiplier I’incertitude

relative par la valeur de la puissance.
Exemple

(5+1) = (5 a20%) = (5° a 3x20%)=(125 & 60%)=(125 + 75)
(125 + 1) = (125 & 60%)"" = (125" & (1/3)x60%)=(5 & 20%)=(5 * 1)

1.3 Troncature et Arrondissement d'un nombre

Pour approximer 7 =3.141592653589..., on peut considérer la valeur approchée 3.14 ou

encore 3.14159, etc.... et cela selon le besoin. Dans le premier cas on a tronque (couper en
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Chapitre 1 Erreurs

éliminant une partie) le nombre 7 aprés 2 décimales. Dans le second cas on I'a tronqué apres

5 décimales.

Une méthode habituelle pour tronquer un nombre pour ne garder qu'un nombre fini de chiffres
significatifs est I'arrondi:

Régle d’arrondissement

Pour arrondir un nombre jusqu'a ™ chiffres significatifs, il faut eliminer les chiffres a droite du
n™ chiffre significatif conservé si on se trouve aprés la virgule. sinon on remplace par des
Zéros:

eme

e Sile (n+1)"" chiffre significatif est>5 , on augmente le n®™ chiffre de 1.

Si par contre le (n+1)émechiffre significatif est <5, les chiffres retenus restent
inchangés.

e Sile (n+1)™chiffre significatif est 5 alors deux cas sont possibles :
v Tous les chiffres rejetés, situés aprés le (n+1)""chiffre significatif, sont

des zeros : on applique la régle du chiffre pair, ie : le n°™ chiffre reste inchangé

s’il est pair. On lui ajoute 1 s’il est impaire.
v Parmi les chiffres rejetés, situés aprés le (n+1)ém€ chiffre significatif, il existe au

moins un qui soit non nul : On ajoute 1 au n“™ chiffre.

Exemples
1. Arrondir z=0.7897 a (03) chiffres significatifs.

0.789[7] 7>5 — z"=0.790
2. Arrondir £=0.753 a (02) chiffres significatifs.

0.75[3] 3<5 — 2" =0.75
3. Arrondir £ =2.5456500 a (05) chiffres significatifs.

2.5456@ Tous les chiffres rejetés sont des zéros— la régle du chiffre pair, 6 est

paire donc x* =2.5456

4. Arrondir £=2.5453500 a (05) chiffres significatifs.
2.5453@ Tous les chiffres rejetés sont des zéros— la régle du chiffre pair, 3 est
impaire donc x* =2.5454

5. Arrondir x=2.5305023 a (04) chiffres significatifs.
2.530% Parmi les chiffres rejetés il existe au moins un qui soit non nul— donc

x"=2.531
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Chapitre 2 Résolution des équations non linéaires

Chapitre 2: Résolution des équations
non linéaires

2.1 Introduction

On considere une fonction continue f:R —RR,. On se propose de trouver une ou plusieurs

solutions a I’equation f(x)=0. Les méthodes analytiques de résolution de ce type d’équation

sont limitées a certaines formes algébriques (par exemple la forme Az®>+ Bz +C =0). Par
conséquent pour les autres formes d’équations il faut employer des methodes numeériques pour
trouver ou approcher les racines. Dans toute la suite on va supposer qu’on dispose d’un

intervalle [a b] ou la fonction f admet une seule solution « a I’intérieur de I’intervalle. On

suppose aussi que la fonction est dérivable autant de fois qu’il sera nécessaire.

2.2 Meéthode de Dichotomie (Bissection)

Le principe de la méthode de dichotomie, encore appelée méthode de bissection, est base sur le

théoreme de la valeur intermeédiaire. La méthode est décrite comme suit : soit, f:[a b] >R,
une fonction continue sur I’intervalle [a b]. Si f(a)x f(b) <0 — il existe donc au moins une
racine de f(x) appartenant a I’intervalle [a b].
Les differentes étapes de la méthode peuvent étre résumées comme suit :

1. Choisir un intervalle [a b] tel que f(a)x f(b)<O0.

2. Calculer la valeur de la fonctionen g _a+b

2

3. On choisit un nouvel intervalle [a z, Jou [z, b] en respectant la condition du 1. On

est alors assuré de toujours encadrer la racine.

4.Si f(a)x f(x,)<0 Remplacer la valeur de b par la valeur de z,, Sinon Remplacer la
valeur de a par lavaleur de z,, .
5. Répeter les étapes 2 et 3 jusqu’a I’obtention de la précision désirée, c’est a dire jusqu’a

ceque f(x, )<e& ,avec ¢ étant la précision désirée.
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Chapitre 2 Résolution des équations non linéaires

Remarque Le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir un résultat donné avec une erreur &

a partir d’un intervalle initial [a b]est: »~ Jogla—b|-loge
log(2)
Algorithme
Données: f,a,b, ¢
a+b

m

Tan que |f(z,,)|> ¢ faire
Si f(a)x f(x,,)<0 alors
bz,

Sinon
a<x,

FinSi
a+b

m

Fin Tanque
Afficher z,

Exemple

Démontrer que la fonction f définie par f(z)=x+4x-10posséde une racine dans
I’intervalle [1 2] et approximer la racine par la méthode de dichotomie avec une précision
¢=0.001.

Solution

f(1)=-5 et f(2)=2.Puisque f estune fonction continue et que f(1)x f(2)<0, le théoréme

de valeur intermédiaire démontre que f possede au moins une racine dans I’intervalle [1 2].

In|1-2|-1n0.001

Le nombre d’itérations : r ~ r=~10
In2

Itération |z, T, x,, f(z,) f(z,) f(x,,)
0 1 2 1.5 -5 2 -1.75
1 1.5 2 1.75 -1.75 1.5 0.0625
2 1.5 1.75 1.625 -1.75 0.0625 -0.859375
3 1.625 1.75 1.6875 -0.859375 | 0.0625 -0.402344
4 1.6875 1.75 1.71875 -0.402344 | 0.0625 -0.170898
5 1.71875 1.75 1.734375 -0.170898 | 0.0625 -0.054443
6 1.734375 1.75 1.742188 -0.054443 | 0.0625 0.003971
7 1.734375 1.742188 1.738282 -0.054443 | 0.003971 -0.025248
8 1.738282 1.742188 1.740235 -0.025248 | 0.003971 -0.010642
9 1.740235 1.742188 1.741212 -0.010642 | 0.003971 -0.003333
10 1.741212 1.742188 1.741700 -0.003333 | 0.003971 0.000319< ¢

La solution est £ ~1.741700

R.D. Mohammedi 7



Chapitre 2

Résolution des équations non linéaires

Code SCILAB

e e

x1=1; m2=Z;

xm= (xl+x2) /S 2;
while zbs(f (zm) ) >epsilon
if f£imm)*£f(xl)>0
x1=xm;
else

KE=xm;

————————————————————————————————————————————————

2.3 Meéthode de Newton-Raphson

Considerons le graphe (Fig. 1) de la fonction y = f(x) et soit

o laracine exacte de f(x)=0.

Soit , un point proche de « , I'équation de la tangente de la fonction f en x, est donnée par :

y(x)=f'(z,)(x—x,)+ f(x,), cet tendent coupe I’axe des abscisses en x, donc :

f(=,)

f(z,)

f(zy)

A

Fig.1 Méthode de Newton-Raphson

& e e e
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Chapitre 2 Résolution des équations non linéaires

_f(=)
f'(=,)

De proche en proche, nous construisons une suite x, de solution approchées en utilisant la

T =,

relation de récurrence :

f(z,)

Z +1 ~
! f(z,)

Algorithme

Donneées: f, f', x,, €
n<0

Tan que |f(z,)|> ¢ faire

fz,)

mn+1 <~ mn YN
f’(mn)
n<n+l
Fin Tanque
Afficher z,

Exemple 1
Résoudre I’équation cos(xz)=x" par la méthode de Newton-Raphson avec x, =0.5 avec une
précision £=0.001.

Solution
On recherche la racine de f(x)=cos(z)—x*. La dérivation donne f'(x)=-sin(x)-3z>.

x,=0.5 > |f(x,)|=0.7526>¢

f(=,) 05— cos(0.5)—0.5°

T, =X, — =0. =1.1121 —> z,)|=0.9328 > ¢
Y ) —sin(0.5)-3x0.5 f@)
_ 3
2, —a, ) _q 199 CosU-112D)-1.1121 ~=0.9097 — |f(z,)|=0.1388>¢
F(z,) —sin(1.1121)-3x1.1121
_ 3
2, =z, - L&) _ ¢ ggg7 - 0s(0-9097) ~0.9097 -=0.8673 > |f(x,)|=0.0054 > ¢
f'(x,) —sin(0.9097)-3x0.9097

N c0s(0.8673)-0.8673"
x,=x,———=>-=0.8673— =10.8655| — |f(x,)|~0.0000< ¢
x —sin(0. —-3x0.
4 3 fr X . O 8673 3 0 86732 |f( 4)|

La solution est £ ~0.8655

R.D. Mohammedi 9



Chapitre 2 Résolution des équations non linéaires

Code SCILAB

while zks(f(x0))>epsilon
10 x0=x0- (£ (x0) /fp (=0} );

16

Exemple 2

Calculer une valeur approximative de +/2 par la méthode de Newton- Raphson.

Solution

z=+2

r’=2= 2-2=0

f(x)=x>-2 Ladérivation donne f'(z)=2x
On considére x, =1 et la précision &=0.001.

r,=1 - |f(x0)|=1

x, =, —JJ:((ZZ)) ~1- (1;1_)2 —1.5 > |f(z,)|=0.25

fw) | (L5P-2
f@) 2(1.5)

fz,) _, 4167_(1.4167)2 ~2
fl(x,) = 2(1.4167)

T, =1, =1.4167 - |f(=,)|=0.0070

T, =1, - =1.4167 —> |f(=,)|~0.000<&

La valeur approximative de J2 par la méthode de Newton- Raphson est 1.4167.
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Chapitre 2 Résolution des équations non linéaires

2.4 Meéthode de Point Fixe

Dans cette méthode, I’équation f(x)=0 est supposée mise sous la forme x = g(x) tel que:
f(x)=x—g(x). Le choix d’une valeur initiale de la racine x, permet d’avoir une premiere
approximation z, tel que : , = g(x,) puis une meilleure approximation x, tel que : x, = g(x,)

on obtient une suite définie par la relation récursive suivante :

$n+1 = g(ﬂ?n)
Algorithme

Données: f, z,, €
n<0
Tan que |f(x,)|> ¢ faire

$n+1 <~ g(xn)

n<«—n+l
Fin Tanque
Afficher z,

Exemple
Résoudre I’équation ax+e”+1=0 par la méthode de point fixe avec x,=-0.5 avec une
précision £=0.001.

Solution

L’équation f(x)=z+e" +1=0 peut étre mise sous la forme x =g(x) avec g(x)=—e" -1

Itération x, g(x,) flx,)
0 —0.5 — 1.6065 1.10653
1 — 1.6065 — 1.2006 0.40595
2 — 1.2006 —1.3010 0.10044
3 —1.3010 —1.2722 —0.02876
4 —1.2722 — 1.2802 0.00795
5 — 1.2802 —1.2780 —0.00222
6 —1.27798 —1.2786 0.00062< ¢

La solutionest x ~—1.27798
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Résolution des équations non linéaires

Code SCILAB

0 m =] oy LN L R

[ A -
ML e L B o

&
A

S Méthode- de- Point- Fixe Par:-R.D. - Mohammedi

cloc,clear;

.

S LEs NS ————— e ——m e — e m

deff({'"v==fi=x)', "v=xtexpix)+l"}); /Sdeclaration-de- la- fonction

T B b ) ¥

deff{'v=gix)', 'v=—expix)-1"); S/ 1la-dérivée-de- la- fonctian
X ANsd r X Bt r

=0=-0.5; /¥1la- racine-initiale

epsilon=0.001; S/ la-précision désirée

.

T e e e e e

while akbs(f(x0))>ep=silon

x0=g(x0)};

end

.o .

A LEes Sorties——————m e m
disp- ("La-solution-est-:"}); disp(=0);

‘s

R.D. Mohammedi
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Chapitre 3 Interpolation polynomiale

Chapitre 3: Interpolation
polynomiale

3.1 Introduction

A partir d'une fonction f(z) connue seulement en (n+1) points de la forme (z;, f(x;)) pour
1=0,1,2,...,n, peut-on construire une approximation de f(x), et ce, pour tout x ? les points
(z,, f(x;)) sont appelés points d'interpolation et peuvent provenir de données expérimentales
ou d'une table. En d'autres termes, si I'on ne connait que les points d'interpolation (z;,f(x;))
d'une fonction, peut-on obtenir une approximation de f(x) pour une valeur de x différente
des z;? Il s'agit d'un probléme d'interpolation, dont la solution est relativement simple. 11 suffit
de construire un polyndme de degré n dont la courbe passe par les (n-+1) points

d'interpolation. On parle alors du polyndme d'interpolation.

f(z) 4 .
(., f(x,))

(2,,f(,))

(2, f(x,))

@ I@D (@ fay))

7 (o, £(,))

v

Fig.2 Interpolation polynémiale

R.D. Mohammedi 13



Chapitre 3 Interpolation polynomiale

3.2 Interpolation de Lagrange

On se donne (n+1) points (x,,f(x,)),(x, f(x,)),....(x,,f(x,)) (avec les z; distincts deux
a deux). On se propose de construire un polyndme de degré 7 qui aux abscisses x; prend les

valeurs f(x;). En genéral, I’interpolation polynomiale de Lagrange est de la forme :

P, () = f(x,) Lo () + f (2, ) Ly () + f(2,) Ly () + - f(2,) L, (2) = Zn:f (z;)Li(x)

Dans laquelle les termes L,(x) ¢=0,1,2...,n sont des polyndmes de degré n , et sont appelées
les coefficients d’interpolation de Lagrange.

Les coefficients d’interpolation de Lagrange sont définis par :

L.(z)= ﬁ z-x;, (z-x)(z-z)(z-z,)(z-7, ) (z-,)

j=0,5#i Ly —L; B ($z _wﬂ)(wi _331)"'(1'}' _xi—l)(mi _$i+1)'”(xi _mn)

Détermination pratigue des polyndmes de Lagrange

La détermination pratique des polyndmes peut étre conduite de fagon suivante : on dresse le

tableau carré :

T—, x,—T, T, — T, T, —x,
T, -, T—x, T, —T, T, -,
T, — T, T, —, T—x, T, —T,
x, — T, x, —T, T, — T, T-x,

Et on voit que :

Le produit des termes diagonanx du tableau

L. €)= —
(@) Le produit des termes de la (1) ligne du tableau

Exemple 1

Trouver le polynéme de Lagrange qui passe par les points suivants :
z, T, =1 z, =-1 T, =2
f(z;) flay) =3 fla)=2 fla,)=-1

R.D. Mohammedi
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Chapitre 3 Interpolation polynomiale

Solution

On calcule d'abord les coefficients d’interpolation de Lagrange :

T—x, | T,—T, | T,—T, -1 2 -1
-2 z+1 -3
T, -z, | T-x, | T, -, |:>
1 3 r—2
Ty—Ty | T—T, | T—X,y

L @) o a1

)y ey
(m—l)(ac+1)(:1:7/2)_ac2 1

L= @l s s

P(x)= 3Ty
2 2

Exemple 2
Trouver le polynéme de Lagrange qui passe par les points suivants :
x; x,=0 x, =1 x, =2 T, =3
f(xz) f($0)=1 J(x)=4 f(xz)ZS f(x3):14
Solution

On calcule d'abord les coefficients d’interpolation de Lagrange :

T—Ty, | Ty~ | Ty—Ty | Ty—X, x -1 -2 -3
x, -z, | x-x |T-T, | T, -, Ij‘> 1 z-1 | -1 —2
2 1 -2 -1

R.D. Mohammedi 15
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Interpolation polynomiale

(D(zAD(-1)(-2) 2 2

(@) @-1)(z/2)(x-3) ., 2* 3
L= ey T e

L3($):(m)(:v—1)(:c—2)(:cf3)::c3 oz

(3)(2)(1)(z~3) 6 2 3
P(m) =f($0)-LO($)+f($1)-L1($)+f($2)-L2(:L')+f($3)-L3(a3)

b @A E=2@=3) & s

P(x) Ll +£x+1
6 6

Code SCILAB

11 for j=1:mn

12 if - i~=j S -51i-1i-est-différent-de-j

14 end
15 end
16 P=P+L*Y (i) ; - - /- polyndme- de- Lagrange

3.3 La méthode des différences divisees (Newton)

13 L=L* (x-X ()} (X(1)-X(3)); /' coefficient -de-L

Le polynéme d’interpolation est calculé a I’aide de la formule suivante :

P(:B)z D,
+D,(z—x,)
+D,(z—x,)(z—x,)
4.
+D,(z—x,)(x-z,,)

R.D. Mohammedi
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Chapitre 3 Interpolation polynomiale

Ou les coefficients D, sont les differences divisées, que I’on peut calculer a I’aide de la formule

suivante :

Ordre 0 : Do=£(®))

Ordrel: D, =M

I, — I,
f(xQ)_f(%)_f(ml)_f(xo)
Ordre2: D,=— 22~ "%
? Ly =Ly
Exemple 1

Etant donné 3 points {(0,1),(2,5),(4,17)}. Nous allons déterminer le polyndme

d’interpolation de Newton de degré 2 passant par ces points.

0
z, =2 f(ccl)=5 D,

17-5 6-2
x, =4 f(z,)=17 12 =6 4_0=1

Par suite :

P(x)=D,+D,(z—x,)+D,(x-x,)(z—x,)
=1+(x-0)x2+(x-0)(x-2)x1
=1+x°

Exemple 2

Trouver le polynbme de Newton qui passe par les points équidistants suivants :

x; z,=0 z =1 T, =2 T, =3
f(xz) f(.’l:o)=1 f($1):4 f($2)=8 f($3):14
Solution

P(x)=D,+D,(x-x,)+D,(x-x,)(x—x,)+D,(x-x,)(z -z, )(x-=x,)

R.D. Mohammedi 17



Interpolation polynomiale

Chapitre 3

Ordre 3

T, -T,

Application numérigue :
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Chapitre 4 Intégration numérigue

Chapitre 4: Intégration numérique

4.1 Introduction

Dans le présent chapitre, le probleme consiste a obtenir des approximations des intégrales
définies :

I=J.f(a:)da:

ou a et b sontdesreéels.

Dans certains cas trés limités, une telle intégrale peut étre calculée analytiquement (a la main).
Souvent dans la pratique on doit faire appel aux meéthodes d’intégration numériques pour

calculer la valeur de I’intégrale I car en général la fonction f est connue en un nombre fini de

points ou elle est difficile, voire impossible de I'intégrer.

Fig. 1 Intégral définie
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Chapitre 4 Intégration numérigue

4.2 Meéthode des Rectangles

Soit f une fonction définie et continu sur l'intervalle [a b] on veut determiner la valeur
b
approchée de I’intégrale : I:.[f(zc)d:c Pour cela on va subdiviser l'intervalle [a b] en n

intervalles egaux de méme largeur h :

fla+2h)
fla+h) /(@) '
f(a)
R
R: P .. | Rn
Ry
h
a a+h a+2h a+3h a+4h a+(n-1)h b T

Fig. 2 Intégration par la méthode des Rectangles

b-a s L. T
Le nombre des rectangles est n=T , on calcule I’intégrale numérique en réalisant une

somme de surfaces de rectangles :

Done |[ (@)= h3 f(a+ih)

Algorithme

Données: f, a,b, h

10

n<(b—a)/h

Pour i« 0 a (n-1) faire
I« I+hxf(a+ixh)

Fin Pour
Afficher I

R.D. Mohammedi 20



Chapitre 4 Intégration numérigue

Exemple

5 dx par la méthode analytique puis par la méthode des

1
Calculer I'intégral : I=J
o1+

Rectangles avec h=0.1.

Solution analytique :

1 1
T 1
1= r=— j 10g(1+a: ))| =0.3466
< 1+a 201+w 0
Solution numerique :
f(@)=—2—; a=0 ; b=1 ; Le nombre des Rectangles est : n=270_170_44
l+x h 1
T 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 |0.6 0.7 0.8 0.9 1

f(x) |0 ]0.0990|0.1923|0.2752|0.3448 |0.4 |0.4412/0.4698|0.4878/0.4972(0.5

n-1

I~h) f(a+ih)=0.1x(0+0.099+0.1923+...+0.4972+0.5)

=0

I~ 0.3207

Code SCILAB

1 Ethode- des- Rectangles Far:-R.D ammed i

2 |clc,clear;

3 Les- entrées————————————————— - - ———
4 |deff( N ) ; declaration- de- la- fonction
5 |a=0; b=1; bornes-d"'intégration

6 |b= ; as-d'intégration

+\V -
g |[n=(b-a) /h; nombre- des- rectangles

q | I=0; intislization-de-Ia e
10lfor i=0:n-

11 I=I+h*f (ati*h);

12|end

13 LEs SOrEIfS—————— = —
14|caisp - | )i displI);

B 7
1&

17

18
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Chapitre 4 Intégration numérigue

4.3 Meéthode des Trapézes

Soit f une fonction définie et continu sur l'intervalle [a b] on veut determiner la valeur
b
approchée de I’intégrale : I:.[f(zc)d:c Pour cela on va subdiviser l'intervalle [a b] en n

intervalles egaux de méme largeur h :

fla+2h) — P
fla+h) \ f(x) /
~__ T\
f(a)
T2 Ts
T T Tn
h
a a+h a+2h a+3h a+4h a+(n-1)h b x

Fig. 3 Intégration par la méthode des Trapézes

R b-a e L. T
Le nombre des trapézes est n == on calcule I’intégrale numérique en réalisant une somme

de surfaces de trapézes :
jf(:z;) z%(f(a)+f(a+h))+%(f(a+h)+f(a+2h))+ ........

+%(f(a,+(n—2)h) + f(a+(n-1)h))

Donc
jf(m)zgi(f(anhnf(ammm)
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Chapitre 4 Intégration numérigue

Algorithme

Données: f, a,b, h

I<0

n<«(b-a)/h

Pour i<-0 a (n-1) faire
I<—I+(g)x(f(a,+z'><h)+f(a+z'><h+h))

Fin Pour
Afficher I

Exemple

x
1+x

1
Calculer I’intégral : 1 :I >dT par la méthode des Trapézes avec h=0.1.
0

Solution

f(gc)=1L2 ;a=0 ; b=1;Lenombre des Rectanglesest: n=——= =10
+x

T 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 |0.6 0.7 0.8

f(x) |0 ]0.0990(0.1923|0.2752 |0.3448 |0.4 |0.4412(0.4698/0.4878/0.4972|0.5

n—1
I z%Z(f(a-l-’ih) + f(a+th+h))
=0
I~ %[(Somme du 1% et dernier élément) +2x (Somme des éléments restan ts)]

:%[(0+0.5)+2><(0.099+0.1923+...+0.4878+O.4972)]

1~0.3460
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Chapitre 4 Intégration numérigue

Code SCILAB

1|77 M ethode- des- Trapéze Par:-R.D ammed i

2 |cle, clear;

3 Les- entreeg—————————— e ——————— e

4 |deff| . ) ; declaration-de- la- fonct ian
5 la=0; b=1; bornes- d'intégration

g |h= H pas-d ' intégration
7|A—————————— e

g |n=(b-a) /h; nombre- des- Trapéze

g |I=0; Iintialisstion de-ls =
10| foxr i=0:n-

11 I=I+(h/Z2)* (f(ati*h) +f (ati~*hth));

12|end

13 B o e ) ettty
14|disp- | g -dis=p(I);  FAffichage - du- résultat

T
1e

4.4 Meéthode des Simpson

Cette méthode est basée sur I’interpolation, de chaque intervalle [%ﬂ%ﬂ] , par un polynéme de

degré deux. Ainsi, la fonction f est substituée par ce polyndme du second degré qui définit

donc un arc de parabole passant par les points d’ordonnées f(x;), f (

%j et f(z,..). Le

schéma numérique de cette méthode est donné par :

~ —

T \\f&/
f(xM; z; )

f(=;)

W
<
wn
N
(5]
w
W
<
wn

a a+h a+2h a+3h a+4h a+(n-1)h b T

Fig. 4 Intégration par la méthode des Simpson
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Chapitre 4 Intégration numérigue

1=[ f@)~ Z(f(w)+f(mz+l)+4><f($+m jj

Algorithme
Données: f,a,b, h
I<0
n<«(b-a)/h
Pour i< 0 a (n-1) faire
T, <—a+i1xh
x,, <z, +h

i+1

T+ (f(w)+f(wz+l)+4f(mz+l+m D

Fin Pour
Afficher I

Exemple

dx par la méthode analytique puis par la méthode des Simpson

S

2
Calculer Iintégral : I:j

1
avec h=0.5.

Solution analytigue :

2
Izjld:c:log(w)ﬂ) = 0.6931
x

1

Solution numérique :

Jc(ffﬁ)=l , a=0 ; b=1;Lenombre des intervalles est: n = —a_2-1_,
w .

‘ o

x 1 | 1.25 1.5 1.75 2

f(z)| 1| 08 0.6667]0.5714] 0.5

1=[f() z%[f<a)+f<b> +25 f(,) +4Zf[%))

Iz%(l+0.6667+4><0.8+O.6667+0.5+4><0.5714)
1~0.6933
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Chapitre 4 Intégration numérigue

Code SCILAB

1|/ Méthode- de- Simpson Par:-R.D.-Mchammedi

2 |clc,clear;

3 |/ /Les- entrées——————————————
4 |deff("y==£fix)", "v=1/x"}; S/declaration-de- la- fonction
5 la=l; b=2; S/ bornes-d'intégration

6 |h=0.5; S/ pas-d'intégration

7 A

g |n=(b-a) /h; S nombre- des- intervalles

g |I=0; S/ intialisation- de- la- somme
10lfor i=0:n-1

11 x0=a+i*h;

12 xl=a+i*h+h;

13 I=I+(h/6)* (£ (x0) +E (x1) +4%£ ( (x0+x1) /2) ) ;

14|end

15|/ Les sorties——————————————————
16|disp- ("La-sclution-est-:"); disp(I);/SAffichage  du- résultat
s ———
18

14

20
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Chapitre 5 Résolution des équations différentielles ordinaires

Chapitre 5: Résolution des équations
différentielles ordinaires

5.1 Introduction

Une ‘équation différentielle ordinaire’ EDO, est une équation d’une seule variable
indépendante qui contient une ou plusieurs déerivées (y', y"”, ... ) de la fonction inconnue y(.).
L’ordre de cette équation est déterminé par le degré le plus élevé de la dérivation.

On ne sait résoudre qu’un tres petit nombre d’EDO. De plus, quand cela est possible, il n’est
pas toujours facile d’exprimer la solution sous forme explicite. Dans ce chapitre, nous

considérons des méthodes numériques pour la résolution des ED avec condition initiale.

5.2 Méthode d’Euler

Cas d’une équation différentielle du premier ordre dont la forme mathématique est :

dy _
E_f(tay) te[to tf:'
y(t) =Y,

y(t,) =y,

v

Fig.1 Méthode d’Euler
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Chapitre 5 Résolution des équations différentielles ordinaires

D'apreés la figure ci-dessus :

Ay Ay
tan(@o) ~ E = T

Ay~htan(d) = Ay~ h(%j donc, d’apreés la premiére équation : Ay~ hf(t,,y,) <

t=ty
Y1 — Yo ~ hf (4, y,)
Donc Y1 ® Yo + S (t,4,)
La formule générale :
Yin 2 Y; +hf(Ly;)
Procédure : Pour calculer des valeurs approchees de y(t) sur I’intervalle [to tf] , On

subdivise cet intervalle en n intervalles égaux de largeur h, donc n=(n,-n,)/h.

Pour la valeur initiale, on a y(to) =1y ce qui permet de placer le premier point (t0:3).

, (t, +2h), ,(t,+th)

Pour les n valeurs (o +1) > on par les formules suivantes :

Y=Y +hf(t07yo)

Y=Y +h'f(t1ay1)

Et ainsi de suite n itérations jusqu'a :
yn = ynfl + h‘f(tnfvynfl)

Exemple

Résoudre I’équation différentielle suivante par la méthode d’Euler dans [I’intervalle

te[0 0.5] avec le pas h=0.1.

dy

2 ot
ar Y
y(0)=1

Comparer le résultat par la solution analytique (exacte) : y = exp(-t*)
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Résolution des équations différentielles ordinaires

Solution :

t,=0

Yo

=1

h=0.1
f(ty)=-2ty

On a y(0)=1y, =1, et par la formule d’Euler, on calcule les autres valeurs de la fonction y

x, =z, +h=0.1,y, =y, +hf(z,,y,) — y, =1+0.1f(0,1)=1+0.1x(-2x0x1)=1

z, =z, +h=0.2,y, =y, +hf(z,y,) — y,=1+0.1f(0.1,1)=1+0.1x(-2x0.1x1)=0.9800

Et ainsi de suite.

. Solution Exact Solution Numérique Erreur
2 L 2
y=exp(-t~) Euler
0 0 1 1 0.000
1| 0.1 0.9900 1+0.1(-2x0x1)=1 0.0100
2 | 0.2 0.9608 1+0.1(-2x0.1x1)=0.98 0.0192
3|03 0.9139 0.98+0.1(-2x0.2x0.98)=0.9408 0.0269
4| 04 0.8521 0.9408+0.1(-2x0.3x0.9408) =0.8843 0.0322
5 0.5 0.7788 0.8843+O.1(—2><O.4><O.8843)=0.8135 0.0347
Code SCILAB
1 fethode- d "Euler Far:-R.D ammedi
2 |clc,clear;
3 Les- entrégg———————————— - ————————————
4 |deff( . }; declaration- de- la- fonct e
g |t0=0;tf= : I'intervalle - de- 1a Tuti
& |h= H le-pas
7Ivil)=1; lution-initiale
8 __________________________________________________________
g |n=(tf-t0) /h; nombre- des- intervalle
10lve(ll=v(1l};
11|=[t0:h:tf];
12| for i=Z:n+t+
13 yvii)=y(i-1)+h*E{t(i-1),y(i-1)}); Saolution- Fuler
14 yel(i)=exp(-(t(i})~2); Solution- Exact
15|end
16 Les- sorties—————————— - - — - —
17|disp- | Yi disply); résultat
18|plot([t0:h:tf],v); plot([t0:h:tf], ye, ) courbe
14|legend| . }
a0lxlabel { }; vlabel | ) ;
. N
22
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Chapitre 5 Résolution des équations différentielles ordinaires

Euler

098 4

Solution Exact

D.QB—-
0.94—-
092 —-
o9 —_
= D.BB—-
D.BB—-
I:I.84—-
ogz —-

0.8

[u] 0.05 0.1 015 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05

X

5.3 Meéthode de Heun (Euler Amélioreée)

La Méthode de Heun est une version améliorée de celle d’Euler.

Y, =valeur intiale

Y=Y, +%(f(ti7yi)+f(ti+17yi +hf(ti’yi)))

Exemple
Résoudre I’équation différentielle suivante par la méthode de de Heun (Euler améliorée) dans

I'intervalle ¢<[0 0.5] avec le pas h=0.1.

dy
ot
at Y
y(0)=1

Comparer le résultat par la solution analytique (exacte) : y = exp(—t*) et la méthode d’Euler.
Solution
t,=0

y():l
h=0.1

J(ty)=-2ty
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On a y(0)=y, =1, et par la formule d’Euler ameliorée, on calcule les autres valeurs de la

fonction y, la formule générale est : y,,, =, +%(f(ti,yi)+f(ti+l,yi +hf (t,y,)))

z, =x,+h=0.1,

Y1 =Y, +%(f(to,y0)+f(t1,yo +hf (ty,9,))) = W, =1+%(f(0,1)+f(0.1,1+0.1f(0,1)))

” =1+%((—2x0x1)+(—2x0.1xl)):0.9900 Et ainsi de suite.
Solution Exact Euler
i |t ) Euler Erreur e Erreur
y=exp(-t°) améliorée
0|0 1 1 0.0000 1 0.0000
1 0.1 0.9900 1 0.0100 0.9900 0.0000
2 10.2 0.9608 0.98 0.0192 0.9607 0.0001
3 | 0.3 0.9139 0.9408 0.0269 0.9138 0.0001
4 | 04 0.8521 0.8843 0.0322 0.8520 0.0001
5 | 0.5 0.7788 0.8135 0.0347 0.7788 0.0001
Code SCILAB
1 La-methode-d 'Euler- amelioree Par-R.D ammedi
2 |clc,clear;
2 B R g e
4 |deff( N déclarati de- la- fonct Ion
5 |£0=0;tf= ; 1l 'intervalle-de- 1= lution
& |b= ; le- pa
7 |¥i1=1; la- soluti initiale
8 _________________________________________________________
g |n=(tf-t0) /h; n e-des- intervalles
1o|ve(l)=y(l};
11|t=[t0:h:tf];
12|for i=Z:n+
13 vii)=y(i-1})+(h/2)* (E(t(i-1},y(i-1))+£(t(i),y(i-1)+h*E(t(i-1)},v(i-1))));
14 yel(i)=expi-(ti(i)}~2);
15]|end
16 Les SortleS———————— =
17|disp| bi disoly)i;
18|plot (t, ¥} plotit, ye, ) ; rhe- de rErgEnce
1g6|legend| . )
a0lxlabel | }r wlabel | -
P
22
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Euler amélinrée

ooz 4

Solution exacte

096 —
ng4—
CI.QZ:
D.Q:
= 0224
0.86 4
0.84:
0.82:
0.8

078+

07a T T T T T T T T T
o 0.05 0.1 0.15 02 025 03 035 D4 045 05

5.4 Méthode de Runge Kutta

Les méthodes de Runge Kutta sont bien utilisés dans la pratique, car elles présentent plusieurs

avantages (facilit¢ de programmation, stabilité de la solution, modification simple du

pas....etc.) Les inconvénients de cette méthode se résument au temps de calcul lent et a la

difficulté de I’estimation de I’erreur.

Runge Kutta d'ordre 2y, , =y, +hf(ti +g’yi +%) avec k, =hf(t,y,)

Code SCILAB (Runge Kutta d'ordre 2)

1 Méthode - de- Runge- Ruttse- o 'ordre- 2 Far:-R.D chammedi

2 |cle,clear;

3 Les- entrées——————————————————————————————————————————————

4 |deff | " ¥ : declaration - de- la- fonctio
5 |E0=0;tf= H 1 'intervalle-de- la- soluti
6 |h= ; le- pa

T ¥ (1l)=1; solution-initiale

alvr———m—mmm———— -

g |[n=({tf-t0) ./ h; nombre- des- intervalles
1o|ye(li=yw(1l):

11|t=[t0:h:t£f];

12|for-i=Z:n+

13 kKl=h*f({t(i-1},v(i-1)};

14 vi{i)=y(i-1l)+h*Ef(c(i-1)+(h/2),v(i-1)+(Kk1/2)}; Folution- RRZ

15 ve (i)=exp(—(t (i)} ~2); Solution- Exact

L e ]
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Runge Kutta d'ordre 4

Dans la plupart des cas, la méthode de Runge Kutta la plus utilisée est celle d’ordre 4.

Yin =Y +%(kz1 +2k, + 2k, +k,) avec

kl :h’xf(tiayi)
k, =h><f(ti+g,yi+%j

h k
k,=h t,+—,y, +—=
3 Xf( i 2 yz 2)
k,=hx f(t,+h,y, +k,)

Code SCILAB (Runge Kutta d'ordre 4)

[¥o T = = TR I LI o 3 BT - T % T B

Y
e R R L T T =

B3 B3 B3 B3
[T = T e R ]

B3
=]

| o]
Ln

=- Runge- K a-d
clc,clear;

T g
deff({'vp=f(t,v) ", "vp=2%t*y"); declaration-de- la- fonction
t0=0;tf=0.5; I*intervalle-de- 1a- solution
h=0.01; Sle pas
vi({1l)=1; ‘golution- initiale
n={tf-t0)/h; S nombre-des- intervalles

yvelll=y(1l);

t=[t0:h:-tf];

for i=2:n+l
kl=h*f(t(i-1),y(i-1});
k2=h*f(t(i-1)+(h/2),yv(i-1)+(k1l/2));
k3=h*f(t({i-1)+(h/Z2),y(i-1)+(k2/2));
kd=h*f(t(i-1)+h,y(i-1)+k3);
vi{i)=y(i-1)+({1/6)*(k1+2*k2+2%k3+kd)}; //Sclution-  RE4

yel(i)=exp(-(t(i))"~2);

end

G L et bttt

disp- ('La-solution-est-:'); -di=sp(y); AFAffichage- du- résultat
-

plot(t,y); plot{[t0:h:tf],ye, "'r') A Stracage- des- courbes
legend("BE4", 'Solution-Exact')
xlabel ("x"); ylabel('v');

R.D. Mohammedi

33



Chapitre 5 Résolution des équations différentielles ordinaires

T T T T T T T T T
o 005 01 0.15 02 025 03 035 04 045 05

Exemple
Résoudre par la méthode Runge Kutta d'ordre 4 :

Z—y=2xy, y(0)=1 h=0.1 z[0,0.5]
X

Solution

x,=0

Yo =1
h=0.1

f(z,y)=2zy

x, =x,+h=0+0.1=[0.1]
k =h.f(x,,y,)=0.1.f(0,1)=0.1x(2x0x1)=0

k, =h.f[zc0 +%,y0 +%j:0.1.f(o.05,1):0.1><(2><0.05><1) =0.01

k, = h.f(xo +g,y0 +k—22) ~0.1.£(0.05,1.005)=0.1x(2x0.05x1.005) = 0.01005

k,=h.f(x, +h,y, +k;)=0.1.£(0.1,1.01005) =0.1x(2x0.1x1.01005) = 0.020201

Y, =Y, +%(k1 +2k, +2k, +k,)

Y1 =Y +%(0+0.02+0.02010+0.020201)= 1.01005| , Et ainsi de suite :

itération x, v,

0 0 1

1 0.1 1.01005
2 0.2 1.04081
3 0.3 1.09417
4 04 1.17351
5 0.5 1.28403
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Chapitre 6: Résolution des systémes
d’équations linéaires

6.1 Introduction

Dans la pratique, I'ingénieur se trouve souvent confronté a des problemes dont la
résolution passe par celle d'un systeme d'équations qui modélise les divers éléments
considérés. Par exemple, la détermination des courants et tensions dans des réseaux
électriques passe par la résolution d'un systéme d'équations linéaires ou non linéaires.

Dans ce chapitre, nous allons aborder deux principales méthodes de résolution

des systémes linéaires. De facon générale, la résolution d'un systeme d'équations

linéaires consiste a trouver un vecteur x:[xl T, Ty ... a:n] solution du

systéeme d’équation suivant :

Q) Ty + 1,y + Ay 3Ty = bl
Ay Ty + Ay Ty + Ay Ty = bz

gy Ty + gy Ty + ATy = by

On peut utiliser la notation matricielle, qui est beaucoup plus pratique et surtout
plus compacte. On écrit alors le systeme précédent sous la forme :

ou A est la matrice :

A 21 a’22 a23
Az Az Ay
etb=[b b, b, ... b,| Bien entendu, la matrice A et le vecteur b sont

connus. Il reste a déterminer le vecteur .
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6.2 Meéthodes Directs

6.2.1 Méthode de Gauss

Cette méthode est basée sur la transformation du systéme linéaire Ax=5b en un
systéme équivalent A'xz=0b" tel que la matrice A’ est une matrice triangulaire supeérieure.

allxl + a12x2 + a13x3 = bl all a12 a13 xl bl
Ay T + Aoy Ty + oy = by, Ayy Qyy Gyy | X | Ty |=| b, Az
Ay, Xy + Ty + ATy = by Q3 A3y Agg x3 b,
A T b
Itération O
(0) (0) 0),. _p0)
L, |0 % +a, T, +a5%, = by
L<a (O)x +aDr, +alYz, =b" 1)
L, |aPz, +ax, +aldx, =b"
Itération 1
(0)
L« L,—(ay /a®)xL
0) /,(0)
L,«<L,- (a§1 /a, )
L (a2 +aQz, + a0z, =b"
(1) (1) —_pM
L2 a22 x + a23 {'U3 - b2 (2)
1 1
Ly a,)T, +ag)z, =bi"
Avec :
a% — a(O) ( (O)/a(o))aﬁ)
b =b —(al) /a{Y)b”  pour m,n=2,3 (3)
Itération 2
1 1
L, < L,- (aég/a( ))
L a0z, +a0z, +a Yz, =b"
L, allz, +al)x, =bl) 4)
(2) (2)
L, a3, = by
Avec :
2 1 1 1 1
o =a) —(al,/a)) ol
b =pll) — ( (1) /a(l))b(l) pour m,n =3 (5)
En Généralisant I’équation (3) et (5) a I’itération k avec N équations
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a) =V ( D [ay )a,i'; Y pour mn=k+1,k+2,..,N
br(f) (k b ( (k- 1)/a(k 1)) ,(f Y pour m=k+1,k+2,...,N
(6)

Equation (4)
& oz, = b(2)/a(2) (7)

& z,=(b"-alz,)/afy (8)

< 1131 ( 0) Za’ln nj/a‘i(l)) (9)
n=2

En Généralisant les équations (7), (8) et (9)

( z a™ ]/ ) m=nmn-1...1 (10)
Jj=m+1

Algorithme
Données : A, b

n < Taille du vecteur b
Pour k<1 a (n-1)

Pour m«(k+1) an
Pour j«(k+1) an

At 3)= Al ) - A0 g
Fin Pour Equation
o)<t~ 780
Fin Pour
Fin Pour

Pour m«mnal
somme =0
pour j«(m+1)an
somme = somme + A(m, j)xz(J)
Fin Pour
Gii)= b(nz —somme
(m,m)

< Equation 10

Fin Pour
Afficher x
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Exemple
Soit a résoudre le systéme :

22, +3x,—x, =5
4z, +4x, - 32, =3
2z, +3x, —x; =1

18" étape :
L([2] 3 -1 ¢ 5 2 3 -1 : 5
. L,=L,-(4/2)xL .
L4 4 -3 ! 3 0 -2 -1 -7
. L,=L,—(-2/2)xL, .
L2 3 -1 1 0 6 -2 6
(A(l) fb(l)) N (A(2) fb(2))
28me étape :
2 3 -1: 5 2 3 -1 5
0 |2 -1 -7 0 -2 -1 : -7
. L,=L,—(6/-2)xL, .
0O 6 -2 : 6 0O 0 -5 : -15
(A(2) Eb(2)) N (A(3) Eb(?’))
Donc :

22, +5x, —x, =5

8 8 8
I
W N -

2T, -z, =7 <
-5z, =—15

w
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Code SCILAB :
1 La- -méthode - d'élimination- de- Gauss Dar R.D hammedi
2 |clc, clear;
3 Les- entrées——————————————————————————————————————————————
4 |A= i TR —L1i la-metrice-A Ax=k
5 |b=[5;3; H Ile- vecteur- b
6l /-
7 |n=length (b) ; naombre- des- inconus
8
g | for k=l:n-
10 for m=k+1l:n
11 for j=k+1l:n
12 Bmj) = &(mJ) - (Bmk)/B{k k) =Rk, J);
13 end
14 bim) = bm) - (Amk)/Alk,k)) *blk);
15 end
16| end
17
18| for m=n: -
149 somme=0;
20 for j=m+l:n
21 somme=somme+& (m, j)*x(j) ;
a9 end
23 x(m) = (b(m)-somme) /A (m,m);
24| end
23
26 Les sorties———— T T T T T T T e e
27|disp - { ;-dispi(x); Affichage- du- résultat
2

6.2.2 Méthode de Gauss-Jordan (méthode du pivot de Gauss)

On peut faire encore plus simple, si on continu dans la méme stratégie pour construire un autre

triangle de zéro au-dessus de la diagonale. Mieux encore, si on s’arrange pour que la diagonale

ne comporte que des 1. La solution sera immédiate.

Exemple
Soit a résoudre le systéme :

22, +5x, —T; =5
4z, +4x, -3, =3

=2z, +3x,—x; =1

18" étape :

3 -1 % 5) 5=/ 1 3/2 -1/2 : 5/2
4 4 -3 ¢ 3| p-,-wxr, |0 =2 -1 : -7
-2 3 -1 : 1) ,-1,-(2x1, (O 6 -2 6
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(A(l) Eb(”) N (A(2> 3b<2))

28me étape -
al) =-2#0
1 3/2 -1/2 : 5/2) ; _1 /0y 1 0 -5/4 @ -11/4
0 1 P =7 |- eox |01 12 1 7/2
0O 6 -2 : 6 L =L, -(6)xL, 0O 0 -5 : =15
(A(Z) ;b(z)) N (A(S) Sb(S))
3¢me étape -
al) =-5#0
—5/4 : -11/4)| 1, -1, /(5 1 0 0 :
1/2 : 7/2 =L -(5/9xL, [0 1 0 : 2
0 0 15 ) L, =1,-a/9xz, (0 0 1 : 3
(A(Z) ;b(z)) N (A(S) Sb(S))
Donc :
r, =1
T, = 2
T, =3

6.2.3 Décomposition LU

La décomposition LU est une méthode de décomposition d'une matrice comme produit
d'une matrice triangulaire inférieure L (comme lower, inférieure en anglais) formée de 1 sur la
diagonale et une matrice triangulaire supérieure U (comme upper, supérieure). Cette
décomposition est utilisée en analyse numérique pour résoudre des systemes d'équations

linéaires.

Exemple
Soit a résoudre le systéme :

T+ T, + 2x,=1
T, + o1, + 8x,=3
2x, + 8x, + 14x, =6
Peut étre mis sous forme matricielle Az =5 :
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1 1 2 T, 1
1 5 8 |x|xz, |=|3
2 8 14 T, 6

A T b

1 0 O Uy Uy Uy 11 2
L, 1 0|x| 0 1wy Uy 1 5 8
L, L, 1 0 0 uy 2 8 14

L U | A ‘

18 étape : On multiplie la ligne 1 de L par U on obtient :

u, =1 1 0 0] [1 1 1
U,=1 = A=, 1 0[|x|0 Uy Uy
Uy = 2 by L, 1 0 0 1wy
. | L U ‘
2°M€ étape : On multiplie la ligne 2 de L par U on obtient :
l,,=1 L, =1
L, +u,,=5 =< uy,=4
2L, +u,, =8 Uy, = 6
1 0 o] [t 1 1
= A=|1 1 0|x|0 4
l31 l32 1 O O u33
L - U
3&me étape : On multiplie la ligne 3 de L par U on obtient :
l31: 2 l31 =2
L, +4l, = 8 =1 uy, = 3/2
2L, +6l,, +u,, = 14 Uy =
1 0 O 1 1
A=/1 1 O0|x|0 4 6
2 32 1| |0 0 1
L U

Le systeme Ax=b peut s’écrire comme suit :
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1 0 O 1 1 1 T, 1
1 1 O0|x|0 4 6| x|z, |=|3
2 3/2 1 0 0 1 x, 6
‘ | E o4
L U T b
A

1 0 O 1 11 T, 1
1 1 0(x||0 4 6|x|x, ||=]|3
2 3/2 1 0 01 z, 6

L U z b

Et on résout I’équation :

1 0 0 Y 1 Yy 1
1 1 O0|x{y,|=]3]| =|y,|=]2
2 32 1 Y, 6 Y, 1
— i e
111 T, 1 T, 0
0 4 6(x|z, |=]2 =z, | =|-1
0 01 x, 1 T, 1
T} T
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6.3 Meéthodes itératives

6.3.1 Méthode de Jacobi

T + T, + 05T, = by a,x =b - (a12x2 + a’13w3)
Ay Ty + Ay Xy + Ay Ty = b2 g Ay Ly = b2 - (a21x1 + Ay, )
A3, Ty + A3p T, + Ay Ty = b3 Q333 = b3 - (aglxl + a32x2)
ey _ LT (k) ()
T, - b1 —\ ATy " F AT
a,; -
by _ LT (k) (k)
L, - bz Ay Ty T F Q3T
Ay -
by _ 1T (k) (k) _
T, =—|by—|ayx +a,z, )|, k=0,1,2,.....
Qgs -
Exemple

Soit le systeme suivant :

26x, + 2x,+ 2x,= 12.6
3z, +27x,+ x,=-14.3
2z, + 3z, +17x, =6
Faire 5 iterations par la méthode de Jacobi en utilisant la solution initiale suivante pour

approximer la solution du systéme donné : =, =0, x,=0, x, =0

Solution
(k+1) i _ (k) (k)
2 = 26[ 12.6 - (22" + 2 )}
(k1) _ i[_ (2200 4 (B J
2l = | -14.3 (32" +a")
o 1
mgk 1 :E 6—(2£U§k) +3$§k) ):|, IC:O, 1,2,.....

1€ jtération

1 1

2 = 2_6[ 12,6_(2$§0)+2m;0>)}: %[ 12.6—(2x0+2x0) |=0.48462
1 1

2 = —27[—14.3—(333?)%;"))} =§[—14.3—(3x0+0)] =—0.52963
1 1

2! :E[G—(Q:cfo) +3x§°)ﬂ =-[6-(2x0+3x0)]  =0.35294
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28me jtération

) = 2—16[ 12.6- (2" + 2" | = %[ 12.6 - (2x(~0.52963)+2x0.35294) | =0.49821
1 1

) = E[—14.3—(3x§”+x§”)} = o[ -14.3(3x0.48462+0.35294)] —~0.59655
1 1

2 =E[6—(2x§” +32)")| = 6-(2x0.48462+3x(-0.52963)) | =0.38939

3&me jtération

) = %[ 12.6- (22" + 2 |- 2—16[ 12.6—(2x(-0.59655) + 2x0.38939) | =0.50006
1 1
o) = E[—14.3—(3x§2>+:c§2))} = 5[ 14.3-(3x0.49821+0.38039)] ——0.59941
5 1 1
2 :E[s (22" +3af? )J :1_7[6 ~(2x0.49821+3x(-0.59655))]  =0.39960

48me jtération

2 = 2—16[ 12.6- (22" + 22" |- %[ 12.6—(2x(~0.59941) +2x 0.39960) | = 0.50000
m_ 1 @ 4 )] =L _

29 = E[_14.3—(3m13 ral!)] = 5=[~14.3(3x0.50006-+0.39960) =-0.59999

2! =%[6—(2a:§3) +3a") | =%[6—(2><0.50006+3><(—0.59941))] =0.39989

6.3.2 Méthode de Gauss-Seidel

a, T, + 0Ty + 0, T, =b a
Ay Ty + Qg Ty + Apy Ty = b, = a
a

A3, Ty + A3p T, + Ay Ty = b3

+ 1r
xﬁk V=— b, — (auxék) + a13w:(ak) )}

a,, -
(ker) _ LT b (k+1) (k)
L, == Oy =y Ty + Ay
Ay, -
]_ B (k+ ¢
$§k+l) — a_ b3 _ (a‘,‘jlxy‘ 1) + a32x(21”+l) ):|, k= O’ ]_, 2, .....
33
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Exemple

Soit le systeme suivant :

45z, + 2z, + 3z, = 58
=3z, +22x, + 2x, = 47

ox; +

T, +20x, = 67

Faire 5 itérations par la méthode de Gauss-Seidel en utilisant la solution initiale suivante pour

approxime

Solution

1

xgkﬂ)

T, =

r la solution du systeme donné : x, =0, =, =0, x, =0

k) _ L Treg (o) (k)}
2 =] 58 (224" +32{")

47— (-3 +20")

4 ]. B <+ ot
(k 1)_2_0 67—(51’? 1)+$g 1))} k=0,1,2,.....

1€ jtération

58 - (2z}" +3g;g0>)} =4i5[58—(2x0+3x0)] =1.28889

47— (32" +2a{" )} =%[47—(—3x1.28889+2x0):| =2.31212

1 —
V) =—
45
1 —
) =—
22
m_ 1
€T _—
P20

67— (52 +x<21>)} =%|:67—(5><1.28889+2.31212):| =2.91217

28me jtération

1 —
) -
45
1 —
o -
22
1
o - -
20

58 (224 + 3z )} :%5[58—(2><2.31212+3><2.91217):| =0.99198

47— (-32)" +2x§}>ﬂ =%[47—(—3xO.99198+2x2.91217)] =2.00689

67—(52" +ay)] :%[67—(5x0.99198 +2.00689)]  =3.00166

3&me jtération

1
) =L
45
1
o -
1 —
) -
20

58-(2a" + 32} | :4—15[58—(2><2.00689+3><3.00166):| —0.99958
:47—(—3:1:;3#2@2))} =2_12[47—(—3><0.99958+2><3.00166)] =1.99979
67—(52" +a}')] :%[67—(5x0.99958+1.99979)] ~3.00012
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4&me jtération

2 =4i5_58—(2x§3) +3zc§3)ﬂ =4i5[58—(2x1.99979+3x3.00012)] =1.00000

2! =%_47—(—3x§4> +2a(")| =%[47—(—3><1.00000+2><3.00012)] —1.99999

20 = %:67 (5" +a} )] _ %[67 ~(5%1.00000+1.99999) =3.00000

6.4 Critére d'arrét

Pour arréter les itérations on pourra utiliser le critére suivant basé sur la variation de la solution

entre deux itérations successives :

”x(k”) —x® ” <eg,

avec ¢ seuil d’erreur fixé par I’utilisateur.
6.5 Condition de convergence

On démontre que si A est une matrice a diagonale strictement dominante (condition suffisante),

la méethode de Jacobi et de Gauss-Seidel sont convergentes.
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Code SCILAB : (Méthode de Jacobi)

1|/ La-méthode- de- Jacobi Far-R.D. Mohammedi

2 |clc,clear;

3|/ Les-entrégg—————————————— - oo oo ————————
4 |A=[45-2-3;-3-22-2;5-1-20]; fAla-matrice-A- (Ax=h)
5 |b=[5E8;47;c7]; File- vecteur-b

g |epsilon=0.001; /#1la- précision- désirée
7 1x0=[0-0-0]; fr1la- solution initiale
8 -
g |p=length(b); A/ nombre- des- inconus
10lerreur=100;er=[];

11|iter max=100; itr=0;

12|=x1=x0;

13|while (erreurrepsilon)&s itr<iter max

14 =x0=xl;

15 for-i=l:mn

16 somme="_

17 for 4=l:n

18 if j~=i

19 somme=somme+A (1, 5)*x0(3);

20 end

21 end

22 x1{i)=(1/a(1,1))*(b(i)-somme);

23 end

24|lerreur=norm(xl-x0) ;err=[err erreur];itr=itr+.;

25|end

b D L o
27 disp(xl);

28 t:")pdisp(itr);

g S/ Courbe- de- convergence
30 ur'};title ("Méthode - Jacobi')
31 - -
3z

Résultat

la solution est:

0.9999881 1.9999988 2.999975

le nombre des itérations est:

6.
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Code SCILAB : (Méthode de Gauss-Seidel)

A Ta-méathode- de- Ssuss—Seid Osr- B0, - Mohammed
1|/ La-méthode- de- Gauss—Seidel Bar ., - Mohammedi
2 |clc,clear;
3|/ hes- eptrée s ————— - ——————————
4 |B=[45-2-3;-3-22-2;5-1-20]; AAla-matrice-A- (Ax=h)
5 |b=[3E:47;87]; ASle- vecteur-b
g |epsilon=0.001; i le- précision désirde
7 |=0=[C 01; 4 le- solution initiale
8 ff———_—_————— . ——_—————————————-—-—- - - - —,—-;,—-,—_- — —-— —_ — —
g |p=length(b); A/ nombre- des- inconus

10lerreur=100;er=[];

ll|iter max=100; itr=0;

12|=x1=x0;

13|while (erreurrepsilon)&s itr<iter max

14 =x0=xl;

15 for-i=l:n

16 somme="_

17 for 4=l:n

18 if j~=i

149 somme=somme+hA (1, 5) *x1 (),

20 end

21 end

22 x1(i)=(1/n({i,i})*(b(i)-somme);

23 end

24|lerreur=normi(xl-x0) jerr=[err erreur];itr=itr+.;
25lend

26|/ Les- sorties———————-—----————————

27|disp('la-solution-est:"); disp(xl);

2g|disp("'le-nombre-des-itérations-est: ") ;disp(itr);
2g9|plot ([1:1length{err}],err); S/ Courbe- de- convergence
20|xlabel ("itération');ylabel ("erreur");title("Méthode - Gauzz—-Seidel")

31 ‘_z:z' _________________________________________________________
32

Résultat

la solution est:

1.000001e 1.9999898 3.0000001

le nombre des 1térations est:

4.
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Convergence
4.5

Jacobi

Gauss-Seidel

3.5

2.5

erreur

1.5 o

0.5

0 L L L L e L
1 1.5 2 25 3 a5 4 45 =] 85 5]

itération
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