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Introduction à la théorie des opérateurs linéaires

Série N◦1

Durant tout cette série, k désignera le corps des nombres réels R ou complexes C.

Exercice 1:

Soient x = x1, x2, . . . , xn, . . . et y = y1, y2, . . . , yn, . . . deux suites de nombres dans k, et soit

p, q ∈ ]1,+∞[ vérifient 1
p
+ 1

q
= 1. Montre que:
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(Ing de Cauchy-Schwarz)

∀a, b ∈ R+, on a ab ≤ ap

p
+
bq

q
(Ing de Young)

Exercice 2:

1) Soit d une distance sur un k-espace vectoriel E vérifie les conditions:

(i) ∀x, y, z ∈ E : d (x+ z, y + z) = d (x, y) , (ii) ∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ k : d (λx, λy) = |λ| d (x, y) .

Montre que l’application ‖·‖ définie sur E par : ‖x‖ = d (x, 0) , définit sur E une norme de

laquelle dérive la métrique d.

2) Soit n ∈ N∗. Les applications suivantes sont des normes? (vérifier)

(i) ‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| , (ii) ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi| .

(iii) ‖(x, y)‖ = x2 − y2, (iv) ‖f‖Lp =
(∫ b

a
|f (x)|p dx

) 1
p
, p ≥ 1.

Exercice 3:

Soit (E, ‖·‖) un k-espace vectoriel normé. Montre que ∀x, y ∈ E

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ⇐⇒ |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ .

Exercice 4:

Soit (E, ‖·‖) un k-espace vectoriel normé de dimension fini. Montre que les trois normes

‖·‖1 , ‖·‖2 et ‖·‖∞ sont équivalentes.

Exercice 5:

Soit (E, ‖·‖) un k-espace vectoriel normé. Montre que toute suite convergente est de Cauchy.

L’inverse n’est pas vrai.


