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Equations différentielles du premier ordre :

Equations a variables séparées et séparables

Considérons une équation différentielle de la forme

v =f@)fly) ¥ = %

ou le second membre est le produit d’une fonction dépendant seulement de
x par une fonction dépendant seulement de y.

I’égalité de deux différentielles, et leurs primitives se distingueront par une
constante. Intégrant le premier membre par

rapport a y et le second par rapport a x, on obtient

/f;y)dy—/fl(x)derC

Nous avons obtenu une relation entre la solutiony, la variable indépendante
x et la constante arbitraire C', c.-a-d. qu’on a l'intégrale générale de ’équation
precedante

M(z)dz + N(y)dy =0

est appelée équation a variables séparées. Comme on vient de le démontrer,
son intégrale générale est

/M(sc)dx—i— /N(y)dy =C
Exemple : Soit I'équation & variables séparées xzdzr 4+ ydy = 0. Son
intégrale générale est
2?2
R
2 * 2
Une équation de la forme

M (z)N1(y)dx + Ma(x)Na(y)dy = 0

est appelée une équation a variables séparables. Elle peut étre ramenée a
une équation & variables séparées en divisant les deux membres par I’expression



Ni(y)Ma(z) :

My (z)Ny(y)dz — Ma(x)Na(y)dy _
Ni(y) Mz (z) Ni(y) Mz (z)

M (x)dzx + Na(y)dy _
My (z) Ni(y)

Exemple : Soit 'équation (1 + z)ydz + (1 — y)zdy = 0.
Séparons les variables:
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On obtient en intégrant
Log|lz| + x + Logly| —y =C

qui est l'intégrale générale de I’équation proposée

Equations homogeénes du premier ordre

Définition : On dit que la fonction f(z,y) est une fonction homogéne de
degré n par rapport aux variables = et y si 'on a pour tout .

fQz, dy) = X" f(z,y).

Exemple : f(x,y) = zy — y? est une fonction homogéne du second degré,
car

(Az)(Ay) = (\y)? = X (zy — °)

Définition : L’équation du premier ordre

)

/I __ .
vy =flz,y) sy =



est dite homogene par rapport a x et y si la fonction f(z,y) est une
fonction homogeéne de degré zéro par rapport & x et y.

Résolution de 1’ équation homogeéne :

On a par hypothese f(Az, Ay) = Af(z,y). Posant dans cette identité A = <
, on obtient

F(il?,y) = f(]-7 %)

c.-a~-d. qu’une fonction homogene de degré zéro dépend seulement du rapport

8

L’équation s’écrit alors sous la forme

dy y
=7 _ 1.2
DY
Faisons la substitution
u==, ou y=ur.
On a alors
dy du

Substituant cette expression de la dérivée dans ’équation , on obtient

du
—_—r = 1
u—&—dxa: F(1,u)

C’est une équation a variables séparables

du du dz
S~ (1) — .
dz" flu) = ou f(Lu)—u x

On trouve par intégration
du dx
[ =[S +e
f(u) —u x
Exemple : Soit I’équation

dy  xy
de 22—y
On a dans le second membre une fonction homogene de degré zéro, donc
I’équation

2



proposée est homogeéne. Faisons le changement de variables

alors

par intégration on a

52 " log |u| = log |z| + C
Substituant u = £ , on obtient I'intégrale générale de I’équation initiale
2
x
—— =log|C
o g|Cyl
on exprime x en fonction de y

z = yy/—2log|Cy|
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