Solutions des exercices (série 2)

Billal Lekdim

15/04/2020



Exercise 1 1. avec les condition aux limites u(t;0) =0 et u(t;[) =0. On
recherche une solution de la forme (on sépave les variables © et t) :

u(t,x) = X(2)T'(t).

Nous remplagcons celte expression dans UEDP (1), O obtient :

On divise par le produit XT, on trouve

17" X ;
2T - X —A (A est une constante quelconque)

Encore une fois, les variables sonil bien séparables car elles se trouvent de

chaque coté de I'égalite,

On est alors amené o résoudre les problémes suivand :

& probléme aur valeurs propres (Sturm-Liovwille) sur la variable x {car les
conditions aur frontiéres homogénes se trouvent sur cetie variable) :

{ X' (2)+2X () =0 (1)
X(0)=X()=0 -

ot il faut rechercher toutes valeurs propres A, et les fonctions propres
A’”(fﬂ},

& cquation différentielle du 1°7 ordre sur la variable t :

T () + 22T () =0 (2)

& Résolution du probléme awx valeurs propres

X AX =0 l'équation caractéristique est rP4+A=0
Le diseriminant de l'équation caractéristique est s = —4A
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Cas 1 : 5i/A=0 soit A=0.

La solution s'éerit X(z) = Az + B,

X0)=0=B=0e X(I)=0= A=0.

Par conséquent, X = 0 n'est pas une valeur propre du probléme (1).
Cas 2: Sid>0s0it A<0. Doncrig==%v=-X

La selution s'éerit

X(z) = AeV=2 4 Be— Ve,

X(0)=0=A+B=0s0it A=—B

X(I) =0=> A(e¥V™M _ ¢ V=N) = 24 sinh(v/—Aa) = 0
commey/—A # 0, sinh(v=M\a) # 0 et donc A = 0.
Par conséquent, A < 0 ne sont pas des valeurs propres.

Cas 8 : SilA<0soit A>0. Doncrig= +ivA.
La solution s'écrit

X(z)= Acos(vq:r) + Bsin(Vz),

X(0)=0= A=0 et X(I) =0= Bsin(vVAl) = 0. Une solution
non triviale de l'équation (B # 0)

correspond @ :

\/X:% avec n=1,23,....
nr

Par conséquent, ), = (T)2 sont les valeurs propres du probléme aux lim-

ites (1). Les fonclions propres associées aur valeurs propres Ay, s 'écrivent
. nmw
X, () = By sin (Ta:) :

ot By, sont des constantes arbilvaires.

&& Résolution de Uéguation différentielle (2) :

T () + (?)'a T (1) = 0.

La solution générale de cette équation différentielle s'écrit :

T(t) = Cpcos (?t) + Dy, sin (?t) ;

o C, et Dy, sont deuz constantes arbitraires.

Solution générale de I'EDP :



II.

La solution générale de U'équation aur dérivées partielles est ln superposi-
tion de l'ensemble des solutions (la somme de toutes les solutions u, (¢, x))

w(t,z) = Z X (z) T (1)

En associant les coefficients A, Cy, el Ay L), enire eur, nous oblenons la
solution générale de I'EDP ;

n(tm) = Z {A,, cos (?t) + B, sin (?t)}sin (?L)

Solution particuliére de 'EDP :

La solution générale doit vérifier les conditions initiales :
#(l—x) | Ou

)= ——=— et — (0,z) =0.
u (0, x) 5 et 5 (0,z)

FEn remplacant les deux conditions initiales dans la solution générale, nous
oblenons :

d
5: 0,2) =0 = B, =0

f@)=3" 4,sin (%m) .

Il reste donc & calculer les coefficients A, en décomposant f(x) sur lo base
des fonctions propres :

2 1 . [nx .
Ap = E][; [ (x)sin (T:I‘) dx

2 fla(l—x) . /nm
= I_/O “gsin () do

_‘l_{_l)ﬂ. 3
=2 nd Vn=12,3,....

et

La position de la corde en fonction de @ et du temps est alors donnée par
la fonction suivante :

u(t,z) =2 i %;31)" Cos (?t) sin (?.}:) .

n=1

avec les condition aux limites u,(#;0) = 0 et u,(#;1) = 0. De la méme
facon on arrive a résoudre les deur problémes suwivants :

{ X' (@) +2X (2)=0 3)
X0=X1)=0 '

et .
T (1) + MT () =0 (4)



& Résolution du probléme auz valeurs propres (3) :

Cas 1 : 5i/h=0 soit X=Xy =0.

La solution s'éerit X(a) = Ax+ B,
X'(0) = X'(I) =0 = Ag = 0, done la solution s'écrit :

X(z) = B= Ay.

o Ag est une constante arbitraire.

Cas 2: Sid>0s0it A<0. Doncrigz==xv—-A

La solution s'éerit
X(z) = AeV=3= 4 Be~VAe

X'(0)=0= A-B=0 s0it A=B.

X'() = 0= A(eV—M — e~ V=2) =24 sinh(y/—Aa) =0, comme /—A £
0, sinh(v/—Aa) #0 ef done A =10.

Par conséquent, A < 0 ne sont pas des valeurs propres.

Cas 3 : Si <0 soit A>0. Done 2 = xivA

La solution s’écrit

X (x) = Acos(VAz) + Bsin(VAz),
X'(0)=0= B=0 e X(I)=0= AyAsin(v'\l) =0. Une solution
non triviele de Uéquation (B # 0) correspond & :

\/ini—w aveer t—E B3y

2 )
Par conséguent, A, = (%] sont les valeurs propres du probléme aux lim-
ites (3). Les fonctions propres assocides aur valeurs propres A, s 'écrivent

nmw
X, (¢) = Bpcos (Tl.z) ;
ot B, est une constante arbitraire.

hdh Résolution de Uéquation différentielle () est identique a la résolu-
tion de l'équation différentielle (2), donc la solution générale de cette
équation différentielle s'écrit :
¢

T (t) = C, cos (2;) + D, sin (?L) ,



ot O, et 1), sont deus constantes arbitraires.

Solution générale de I'EDP :

En associant les coefficients B, (', et B, D, entre eur, nous obtenons la
solution générale de UEDP :

w(t,z) = Xa(2) T (1)
= Ao+ Z {_f-h?_ cos (n;‘_ct) + B, sin (?t)} cos (?J)

Solution particuliére de 'EDP :

La solution générale doit vérifier les conditions initiales :

z(l—z) | Ou
t— (0,2) =0,
o g (09

u(0,2) =

En remplacant les dewr conditions iniliales dans la solution générale, nous

obtenons : y
du
ot

(0,2) =0=> B, =0

et
nw

fr) =40+ ZA,] cos ( ii .'r) ;

1l reste done & caleuler les coefficients Ag el A, en décomposant f(x) sur
la base des fonctions propres :

g 2 fla(l —2) 12
¥, = - dr = — — tdr = —
do =7 | flela zfo 2 T
et
9 S
dlg— Tj‘; [(z)cos (—a:) dr
_2 Yzl —z) gnT oy
=1 /U DTE R (T‘L) de
(_l)n+] 1

= Wn=123,....

La position de lo corde en fonction de x et du temps t est alors donnée
par la fonclion suivante :
nw
=(52)

o



Exercise 2 Considérons l'équation de la poutre :

%%4"(:2%;_3‘::0‘ J:*-‘EO}JF-] izn‘
u(0,z) = f(x) g—?‘ (x,0)=0 Vre0,1] .

1, poutre simplement supporté aux deux extrémités.

Nous allons maintenant déterminer des solutions de (5) de la forme u(x; ) =
X(z)T(t). En substituant dans
I'EDP, nous obtenons

X7 12X =0,

o X est la dérivée quatriéme de X par rapport a x et T2 est la dérivée
seconde de T' par rapport & t. En divisant les deux cotés de cette equation par
2 XT, on obtient

XW 1 7@
x $&a
Le terme de droite de cette derniére equation est une fonction de i et le
terme de gauche est une fonetion de
z. Pour que I'égalité soit possible, il faut que chacun de ces termes soit
constant. Nous obtenons

X 1 742

X TT&T

Nous avons done le systéme de deux équations différentielles ordinaires suiv-
ant:

= A, ou A est une constante.

atx
et 2
77
W + ACQT =0 (7}

Nous cherchons des solutions non triviales, nous avons aussi les conditions
suivantes:

% (2,0)=0 pourtout ze[0.] = X (x)T° (0)=0 =T (0)=0,
u(0,8) =0 pourtout t>0 =X(0)T(t)=0 =X(0)=
u(l,t)=0 pourtout t>0 = X({NT{H=0 =X({)=
g%mmﬂzo pour tout ¢ =0 =¢X:mﬂxn=0 =$Xfm)=&
%’;‘r (I,t)=0 pourtout t>0 =X (NT{)=0 =X (I)=0.

L'équation caractristique de I'équation différentielle (6) est :

rf—A=0. (9)



I1 nous faut done considérer les trois cas possibles pour A.
Cas 1 :Si\<0,disons que A = —a’ avec a = 0.
On pose r = [r|e?? et A = a'e '™, I"équation (9) sera équivalente a

|-‘1es49 — a,:le-—z:lr‘

Ir

On aura donc || = a et # = w, k € N. Les racines sont donc

—ntdkw

T =ae & k=0,1,23

aprés caleul on obtient

R \@ ‘/i 5= \/E \/§
ryg=qed =l — + 11— et ry=ael =a -3 _ZT ;

Alors, la solution générale de 1'équation differentielle X4 — a* X =0 est

X(x) = oz (Ams (?nm) + Bsin (?(‘rm))—i—e—%“:‘ (Ccus (gm) + Dsin (?am)) .

Si nous tenons compte des conditions X(0) = 0, X(I) = 0, X"(0) =0 et
X'(l) = 0, alors nous obtenons le
systéme d’équations linéaires suivant:

A 0
B 0
M B |= 0

D 0
o
systéme d'équations linéaires suivant :

1 0 1 0
A e2l/V2 cog (la/v2) 2!/ gin (la/v/2) e~ /V2 s (la/V2) e ol/Vigin (la/\/2)

- 0 a? 0 —a?

—a?e? V2 cos (la/v2) oe™VZsin (la/v2) oPe YV2cos (la/V2) —aPe °MY2sin (la/v?2)

Le déterminant de la matrice M est 2a* (cosh(al/Vv'2) — cos (al/v2)) . Rap-
pelons que cosh(z) = 1 et cos(z) < 1 <=

z =0, parce que a > 0 et ] > 0, nous obtenons que (cosh(ad/ V2) — cos (el /\/‘2)) >
0 et le déterminant de M est # 0. Conséquemment le systéme d’équations

=1



linéaires ci-dessus a une seule solution A = B = (' = D = (0. Nous devons done
exclure ce cas A < 0, parce que nous cherchons une solution non-triviale.

Cas 2 Si\ =0, alors la solution générale de I'équation différentielle X () =
0 est X(x) = A+ Bz + Cx? + D23, Si nous tenons compte des conditions
X(0)=0, X(I) =0, X"(0) =0 et X"(I) =0, alors nous obtenons le systéme d’
équations linéaires suivant :

100 0 A 0
11 2 3 Bl [o
00 2 0 c|T1o
00 2 6l D 0

Le systéme d'équations linéaires ci-dessus a une seule solution A= B=C =
D = 0. Nous devons done

exclure ce cas A = (), parce que nous cherchons une solution non-triviale.

Cas 3 : )\ > 0. Disons que A = a* avec a > 0. L'équation (9) sera
équivalente 4
|4e'.i49 — "211':','

|r a’e

Aprés calcul on obtient

m =1, ry =14, rg=—1 el 1r3=—t.

Alors, la solution générale de 1'équation différentielle X'* —a* X =0 est

X(z) = Acos(z) + Bsinfx) + C cosh(z) + Dsinh(zx).

Si nous tenons compte des conditions X(0) = 0, X({) = 0, X (0) = 0 et
X (I) =0. alors nous obtenons le
systéme d’'équations linéaires suivant:

1 0 1 0] A 0

cos (al) sin (ad) cosh (al) sinh (al) Bl |0
- 0 o’ 0 [ I
—a’cos(al) —a®sin(al) o cosh(al) a®sinh(al) D 0

Nous obtenons done A = €' = ) =0 et sin(el) B = (). Comme nous voulons
une solution non-triviale, nous
pouvons ainsi supposer que B # 0 et sin(al)B = 0, nous avons done que

nw nryd
=—=eetA=A=|— Yn=123....
a=""etA=) (z) n=1,23,

4 .
Par conséquent, A, = (ZF) sont les valeurs propres et les fonctions propres

associées aux valeurs propres A, sont :

X,(x) = B,sin (?:r)



Si nous considérons maintenant 1'équation 73 —I—).nc.'g'T' = 0, alors la solution
générale est

S i 2.2
; enm p en*w
T(t) = A cos ( 123 L) + B sin ( FL f,)

Mais nous avons aussi & consideérer la condition T7(0) = 0, alors B' = 0.Done
la solution recherchée pour T°
est

: 2.2
T(t)= A cos (m:—;)

Done une solution du probléme (5) et (8) est

: 2.2
ty (L, 2) = X ()T, (1) = Apsin (?L) cos (cnl;r L) ’

Acause de la linéarité de 'EDP, nous obtenons que

i n cn?m?
w (b, ) = Z A sin (T:r) cos ( B .-3)

=1

est la solution formelle du probléme. Si nous revenons maintenant au prob-
léme initial, alors nous voulons
que

i Ap sin (%r) = f(x)

n=1

Donc les A, sont les coefficients de la s erie de Fourier impaire de f(z), ie.

Ap = %ff{x}sin (?m)dx pour tout n =1,2.3,....

2. poutre encastrée-simplement supportée

De la méme facon que la poutre simplement supporté aux deux extrémiteés.

Exercise 3

1/ a) la réponse & celte question est identique A la réponse il'exercice 1
avec les conditions 1.
b) Noter que la solution est %apériodiquc par rapport a la variable { :

ult + 2_351, @) = u(t, ). la limite d'une fonction périodique a l'infini n’existe pas.
2/ a) Par séparation des variables on arrive a :

{ X" (@) +AX () =0

X(0)=X()=0 (15)



Exercise 4 ¢l
T (t) + +aT'(t) + AT (t) = 0. (11)

Pour la résolution de I'équation (10) : vous pouvez consulter I'exercice
1. On obtient

. \ L 2
Exercise 5 les valeurs propres du probléme aux limites (10) sont A\, = ("I—”)
et les fonctions propres associées aux valeurs propres A, sond :

X, (z) = A, sin (?z) :

ot A, sont des constantes arbitraires.
Pour la résolution de l'éguation (11): l'équation caractéristique est

72 4 ar 4+ A =0, de discriminant 2 = o — 4\,c%. (12)

Onal <a< z%& < g—'—‘z’r——“ = 2e/An, n=1,2 ..., done & < 0. Par

b fanSnt ln oo
conséquent, les racines de équation (12) sontry 2 = w
solution générale de l'équation différentielle (11) est

R TR 1\/,”27"2 2 5 .
T(t)=¢e 2 (A,lcx_n-,(g 4 7 C a=t | <+ B, sin 3

En utilisant la condition $%(0,z) = 0 = T"(0) = 0 = B, = 0. Alors la
solution du probléme s’écrit comme suile :

, la

b) limite

o
: S . /T
Jim [u(t,2)| < Jim e3¢ Y Basin (o) [ =0
n=1
car la série converge absolument (voir @ Guy-Bart STAN, Convergence
d'une série de Fourier, 2009).

Le terme d’amortissement est ce qui fait la solution tend vers zéro.

3/ Application :

10



0 §i

_ n#Em,
1/ a) An_{ 1 si

=Tt

b) Lo limite n'existe pas.
; ] o st m#Em,
S Ihe= { 1 s m=m.

b) La limite linoy o u(t,z) = 0,

w(l,x) = sin ( -

u(t,z) =e %

11

i,

¥ COos

L e
J.') cos (%}t) ¥

(%1 }4'—2—mf”2 2 — c}_r?t) sin (%r} .



