ELECTROSTATIQUE

ELECTROSTATIQUE

I. GENERALITES

On adopte Dapproche historique dans [’ordre chronologique qui est une approche
expérimentale, sauf pour expliquer les phénomenes a l’échelle atomique, ou il nous faut
Jaire un bond en avant dans ’histoire pour connaitre la structure de ’atome.

Mise en évidence du phénomene d’électrisation : Si on frotte un morceau de plastique ou de
verre avec un morceau de fourrure ou de soie on peut observer qu’il a la faculté d’attirer des
corps tres 1égers tel que des morceaux de papier.

Les deux types de matériaux :
* Les isolants ou diélectriques : Pour ce type matériaux 1’électrisation reste localisée a
I’endroit ou on I’a crée.
* Conducteurs : Pour ce type matériaux 1’électrisation se répand dans tout le corps

Les deux types d’électricité : Approche historique deux groupes de matériaux élecrisés qui
s’attirent ou se répulsent mutuellement. Explication.

* Positive : elle est expliquée microscopiquement par un manque d’électrons

* Négative : elle est expliquée microscopiquement par un exces d’électrons

* Remarque : un corps non €lectrisé est dit neutre.

Transfert d’électrons : Notion d’atome, explication du processus d’électrisation au niveau
atomique, les types de charges, et les types de matériaux.

Affinité électronique : Au niveau atomique (Na*Cl"), au niveau macroscopique : séries
triboélectriques exemple : poil de lapin — verre — mica — laine — poil de chat — soie — bois —
ambre — résine — soufre — ébonite — celluloid.

Principe de la conservation de la charge électrique : « La charge électrique totale contenue
dans un systeme isolé, i.e. la somme algébrique des charges positive et négative présentent a
chaque instant reste constante. »

Charge ponctuelle : (en réalité elle n’existe pas) «On considérera qu'une charge est
ponctuelle si les dimensions du corps qui la porte sont petite par rapport aux distances
considérées dans le probleme étudié. »
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II. INTERACTION ELECTROSTATIQUE — LOI DE COULOMB

II.1. LOI DE COULOMB

Justification de la loi de Coulomb : expérience de Coulomb.

Ko o Liker R v o Som IS e I 1Y 3

La force électrique exercée par la charge g, sur la charge g, placées toutes les deux dans le
vide est donnée par la loi:

= 414z _ 1 9
Fipp= Kr_zur avec K = v 9 x 10°[MKSA]

r étant la distance entre les deux charges.

K estune constante. g, est appelée la permittivité du vide.

Et 1, estun vecteur unitaire dirigé suivant r.

Ainsi deux charges identiques se repoussent (ﬁ‘l /2 dans le sens de 1.,) et deux charges

opposées s’attirent (ﬁ'l /2 Opposé a ).

Remarque sur la constante K : La constante K est déterminée suivant le systeme de d’unité
que nous choisissons. Dans le systeme c.g.s. la valeur de K est égale a 1’unité, ce qui peut
paraitre plus simple, mais plus loin dans 1’étude de I’électromagnétisme elle s’avere étre plutot
encombrante. Dans le systtme MKSA cette valeur est de 9 X 10° nous pourrons vérifier par la
suite (électrocinétique) qu’elle donne des résultats numériques plus faciles a manier.

Remarque sur ordre de grandeur des charges : Dans le systtme MKSA le Coulomb est une
tres grande charge (deux charges opposées de 01 Coulomb chacune et distante de 1m [’une
de I’autre, s’attirent avec une force de 9 X 10° N ce qui est I’équivalent du poids d’un
immeuble de 900 000 tonnes) ce qui nous mene a introduire des sous multiples du Coulomb,
micro Coulomb (AuC), nano Coulomb (EnC) ou pico Coulomb (EApC).
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Remarque sur ’ordre de grandeurs des forces électrostatiques et gravitationnelles.

Au niveau microscopique : exemple de I’atome d’Hydrogene = un électron et un proton
séparés par une distance a,

e=16x10""C ;m,-=91x10 kg ;m,=1672x10"%"kg ; g = 981 ms™?
G=667x10"11N.m%kg™? ; a;=053%x10"1%m ;K=9x%x10"°N.m?.C~?

Force coulombienne F.~1077 N

Force gravitationnelle F,~4x10"* N

Poids de I’électron P,~9x1073N Poids du proton B, = 1,6 X 1072° N

Au niveau macroscopique : les forces gravitationnelles sont plus grandes en générale que les
forces électrostatiques (charges faibles, et distances grandes).

Remarque sur la validité de la loi de Coulomb : Cette loi n’est valable que pour des charges
fixes ou en mouvement lent, elle est correcte au milliardieme sur des distances allant jusqu’au
centimetre ou quelques metres.

I1.2. ENERGIE POTENTIELLE ELECTROSTATIQUE

La force électrique exercée par la charge q; placée a I’origine O sur la charge g, :

> 19>z _, 19z
F1/2 = Kr—zur =K ) e,

U, est le vecteur unitaire dans la direction de 7 et dirigé de q, vers g,. Comme la masse M
est fixée a I’origine O alors U, = &, (coordonnées sphériques)

Remplagons la loi de force dans I’intégrale donnant le travail :
B B

B_ [ g 2 4192 2

WE = fA Fyjpedl = fA (K—rz er) odl

En coordonnées sphériques

dl = dr.8, +r.d6. &, +7.sinf.dg.é, .

D’ou :

q19>

dr

B B
wE = f (K%eﬂ) o(dr.é, +r.d0.éy +r.sin6.dg.é,) = f K 2
A A

En intégrant, nous trouvons :

WE = [—K 419>

r

q19>2 K q19>

s Ta

B
-

En comparant cette expression avec I’expression donnant 1’énergie cinétique, nous trouvons :

1 1 q19>2 q19>2
WE=-mVZ—=—mV?=-K K
A 2m B Zm A g + T4
Et donc
1 192 1 q19>2
-mVZ+K =—mVZ+K
2m 5+ T 2m s+ ™
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Cette valeur étant la méme en A et en B quelque soit les deux point A et B. En d’autre termes la

1 . . TN
valeur (E mV2+K %) est la méme quelque soit le point ot nous la calculons. Donc :

1
“m.v? 4 KB
2
Cette quantité est une énergie, elle est toujours constante (tant qu’il n’y a pas d’autres forces
entre les deux masses). On appelle cette énergie « Energie mécanique totale » et on dit qu’elle

est conservée.

= Constante

Identifions maintenant les différents termes :

Er = %m. VZ+K @ Energie mécanique totale (elle est constante)
E.= %m. V2 Energie cinétique
U=K 414>
r

Est appelée « énergie potentielle électrostatique »

Er = E. + U = Constante

Et le travail

WE =AE, = -AU

Remarque importante :
. L -y Bz 7 . . . .
En fait avec I'intégrale limitée WS = [ , Fedl mous avons calculé la variation de I'énergie

potentielle entre les point A et B.
En calculant I’intégrale non limitée on trouve une constante d’intégration

dW = —dU

fﬁ.diz qulqz dr=-k8L Lo - _ym

r? r
La constante C est calculée a partir de la connaissance de 1’énergie potentielle en un point 7.

En général, on choisit I’énergie potentielle gravitationnelle nulle a ’infini U(r - +o) = 0. En
remplacgant :

0=-k1L,c 5 (=0
+ oo
Et
U:K%QZ
r

On appelle (r = 4+) « Origine des énergie potentielles ».

Remarque :

U est I’énergie potentielle de ’ensemble des deux charges (q4, g2).

Si une des charges est fixée (par exemple gq), I’énergie potentielle peut étre assimilée a
I’énergie potentielle de la charge non fixe (g,), car elle seule peut transformer cette énergie
potentielle en énergie cinétique (mouvement).
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III. CHAMP ET POTENTIEL ELECROSTATIQUES

III.I. CHAMP ET POTENTIEL ELECTROSTATIQUES CREES PAR UNE CHARGE

PONCTUELLE

Prenons la relation précédente

B 1 CIlel7
V2 " ame, 2 T

Nous pouvons écrire la force électrostatique sous la forme

F= qs- 51(7)

On dit que 131 /2 est la force appliquée a une charge q, placéeen 7, et El (7) est le Champ
crée par la charge g, au point 7 = 7.1,

Justifier la notion de champ.

Donc le champ crée par une charge ¢, enun point 7 = r.u, estdonné par :

. 1
B =——12

* Le champ crée par une charge positive est donc sortant (dans le sens de ;)
e Le champ crée par une charge négative est entrant (sens opposé a i)

On définit le Potentiel créée par la charge g, au point # = r.1U, par:

L’énergie potentielle électrique d’une charge g, placée en 7 est donnée par

U@ =K q19>2
Donc
U=q, V()
Notations :

Pour une charge q .
Le champ crée en un point 7 est donné par

1 q — o 1 q -
Hr—zur ou E(T’) =
0

E@® =

Le potentiel crée en un point 7 est donné par

1 q
4mtey T

V(r) =
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Les Lignes de champs sont les lignes en tout point paralleles au champ électrique.

Les Surfaces équipotentielles sont des surfaces ol en tout point le potentiel est le méme.
Les lignes de champs sont en tout point perpendiculaire aux surfaces équipotentielles.
L’ensemble des lignes de champs et des surfaces équipotentiel constitue le Spectre du
champ électrique.

YV VVY

Représentation du spectre du champ produit par une charge ponctuelle.

q>0

Pour une charge ponctuelle, les lignes de champs (trait plein) sont des droites passant par la
charge et les surfaces équipotentielle (tirets) sont des spheres centrées sur la charge.

II1.2. RELATION ENTRE LE CHAMP ET LE POTENTIEL ELECTROSTATIQUES

D’apres les équations précédentes on peut démontrer que :

E(®) = —grad(V(r)) et F(#) = —grad(U())

Nous définissons la différentielle totale d’une fonction V(r) a trois variables par

dV—an +6Vd +an
~ ox x dy y 9z %

Comme
av av av

E: —g‘rad(V) = —<a§x+@§y+5é}> et dz):dxgx+dyé)y+dZé)z

Il vient que
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I11.3. CHAMP ET POTENTIEL CREES PAR UNE DISTRIBUTION DE CHARGES

Principe de superposition : Cas de deux charges.
Le principe de superposition est une conséquence de 1’addition vectorielle des forces.

> F. >
T R . Fiot
17-)2/) e et >
_________ o q Fo
qz @ !
- - q19 1 q.q9
ot LT T2 T 4ne, 7 4mey T 2
Donc
> = , 1 q1_, 1 q,_,
For=a'(E1+E2) =4 (47‘[8 T2 4mey 1t
Comme
Fiot = q. Etot
On a donc

Eior = E1 + E;

CHAMP ET POTENTIEL CREE PAR UNE DISTRIBUTION DISCRETE DE CHARGES :

Le champ et le potentiel électrostatiques crées par un ensemble de charges ponctuelles
q; (i=1,2,...,N) au point M est donné par :

1
et V(r) = Z = &
47r£0 T

s
N\
3

Il
NgE

!

Il
NgE
NN

E [
3N|_-Q
&l

Il
NgE
NN
S [N

S
ﬁwl;‘g
=
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Tel que 1; est la distance entre la charge g; et le point M situé dans une direction u; de la
charge (#; = . 1;).
(u; est toujours dirigé de g; vers le point M).

Exemple 01 :
Soit quatre charges de méme valeur g situées sur les sommets d’un carré de c6té a .
Trouver le champ et le potentiel électrostatiques crées au point O (centre du carré)

D’apres la figure ci-dessous.

V2
T'1=T'2=T'3=T'4=a7
Potentiel : g1 = +q 92 = +q
N - @
di N e
V:V1+V2+V3+V3:ZK7"_; \\\\1=ag TZ,/,
i=1 AN R4
Comme ) 7,
01=0=0q3=qs=+q SN
Alors a
V(r) = 4.V, = 4.1{% E E
1
Et
q . 7"4_ r3 N
V(r) = 4vV2.K— . N
) ! L .
D 9 =4 03 = +q
Champ :
N
E=E +E,+E;+E, = Z Kq—;ﬁi somme vectoreille
T
i=1 !
En module
R R (R e T q _
|B| = |Es| = |Es| = |[Es| =K 5 =2Kk— (@l =1)

l

1

Comme El et E3 sont égaux en module et opposé en direction alors El + E3 = 0.
Comme E, et E, sont égaux en module et opposé en direction alors E, + E, = 0.

l

Finalement

EZgl+E2+E3+E4:6
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Exemple 02 :

deux charges g = q, = q (q est une charge positive) sont placées dans le plan (OXY) suivant
les coordonnées respectives : A;(—a, 0), A,(a, 0). Calculer le champs et le potentiel
électrostatiques crées par ces charges au point M (0, y).

Y
Potentiel :
D’apres la figure ci-contre. Etot
T =1, =+a*+y? i
Et puisque E,
41 =492 =4
Le potentiel )
V=V, +V, =KLt g2 L
rl rz = /// 9
Donc uyf'
q (/1
V =2K — /
Vaz+y? Ay "' a
q1=q d
Champ :
Graphiquement
E=E +E, = Kq—;ﬁl + Kq—il_iz somme vectoreille
L4 L
En module
|El|:|E2|:Kﬁ:K—q (Il =1
riZ aZ + y2

En projetant sur ’axe OY
E = |Et0t| = 2|E1|.COSO

Or
cosf = LA S
Donc
q Y Y
E =2K = E=2Kqg————+
@ +y Jat +y? NCESORE
Et en vecteur
2 y N
@y
Analytiquement
Calculons les vecteurs 7; et 7.
Ai(—a,0) a —a
Ay(a,0) > =AM (y) et 7, = AZM( y ) enmodule r, =1, =./a?+y?
M(0,y)
En remplacant dans
q1 q>

1 2 7,13 1 7,23 2 (a2 + y2)3/2\y (a% +y2)3/2\ Y

Donc

B Kq (0)—21< y R
_(az +y2)3/2 2y - q(az +y2)3/2 ey
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On peut vérifier que :

- ov., oV, av_, oV,
grad(V)=ae +— =—0c¢

X ayey+£ez = ay &
Comme
av 0 1
@ = @ [ZKq(aZ + yZ)—l/Z] = 2Kq (_ E) (aZ + yZ)—3/22y
Donc
grad(V) = —2Kq.y(a® + yz)_3/28y
Et

Y o

E = —grad(V) = ZKQWBJ,

Energie électrique interne d’un ensemble de charges ponctuelles.

Usyst  est la somme de toutes les €nergies potentielles entre charges prises deux a deux (sans
répéter la méme énergie potentielle deux fois), donc :

1 1 qiq; o
T 3 T e R
T T 0y

On peut écrire I’énergie potentielle en fonction du potentiel

L 4
- 47'[80 rij
]

V(@) = @ #))

V(i) est le potentiel crée au point ou se trouve la charge q; par le reste des charges.

On alors :
1 .
Usyst = Ez q;. V(i)
i

10
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CHAMP ET POTENTIEL CREE PAR UNE DISTRIBUTION CONTINUE DE CHARGES :

Dans le cas d’une distribution continue, on subdivise le corps chargé en charges infinitésimales

dq considérées comme étant des charges ponctuelles. Le champ dE etle potentiel dV
crées par une charge dg enun point M 2 une distance r de la charge dans une direction i,
sont données par : Q

= M ’_,—' r

dE _
—

T .. R
 4meg 12 Yr = Amrey 13 T C4mey T

1 dgq

Le champ total crée par le corps chargé est la somme vectorielle (intégrale) des champs

infinitésimaux dE.
. . 1 (dq_ 1 (dq,
E=]|dE = —uU,=—\| =
f 4me, _f 7z U ey ) 13 r

Et le potentiel total crée par le corps chargé est la somme scalaire (intégrale) des potentiels

infinitésimaux dV.
1 dq
V= f av = —

ey ) 1

1- Cas d’une distribution linéique :

A est la densité de linéique de charges (C.m™1) : A= %
B(?) = 1 Afdl_)_ 1 2 dl | ¢ v = 1 Afldl
= ey ) 12 Y= 4 g ) 73 4 ¢ = dmey ) T

Dans le cas d’une distribution uniforme A = Q/L = Constante
Dans le cas d’une distribution non uniforme A # Constante

Exemple 01 :
Soit une distribution uniforme de charges A en forme d’un demi-cercle de rayon R centrée en
0. Calculer I’expression du champ électrostatique crée au point O.

Potentiel :
La distribution est linéaire dq = A.dl et uniforme A = Constante. Donc :
1
V=KA J —dl
Tr

Comme r = R = Constante

11
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s
K2 KA (*2
V= R dl = | R.d6 avec dl = R.df| (coordonnées polaires)
D’ou
V=nK.A
Champ :

La distribution est linéaire dq = A.dl et uniforme A = Constante. Donc :
. . dl
E=de=KAfr7ur
En fait ceci revient a calculer deux intégrales suivant les deux axes 0X et OY.(Figure de droite)

{dEx =dE.cos6

dl B
dE, = dE.sing ~ 2Ve¢ dE=Kim (i l=1)

En utilisant r = R = Constante et dl = R.df (coordonnées polaires).

i, =2 0s0.d0 = E—mfi 0.6 = "2 si 9]% L.
x = pcost. x =g | ;cos6.df =—-[sin n e x =25
KL KA (*Z KA I
dEy=751n9.d9 > Ey=?f_zsm9.d9=?[—cose]_% et E, =0
Finalement
= - - - KA_)
E=Ec.ex—Ey.e¢, = E=2?ex

On remarque que OX est un axe de symétrie :

La somme vectorielle des champs élémentaires dE et dE' crées par deux charges
symétriques, sera parallele a I’axe de symétrie OX. D’ou, si nous faisons la somme deux par
deux des champs crées par chaque charge et la charge qui lui est symétrique, le champ total
obtenu sera parallele a I’axe de symétrie OX. (Figure de gauche).

A = Cte

NOUS UTILISERONS LA REGLE GENERALE SUIVANTE

Le champ électrostatique en un point situé sur un axe de symétrie sera toujours parallele a
DPaxe de symétrie.
L’axe de symétrie étant défini par la distribution de charge.

12
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Exemple 02 :

Une distribution de charges A4 uniforme et circulaire de rayon R centrée en O est contenu dans
le plan (XOY). Trouvez le champ crée par cette distribution en un point se trouvant a une

hauteur z au dessus du centre.

Potentiel :

La distribution est linéaire dq = A.dl et uniforme A = Constante. Donc :

1
V=Klf—dl
T

Comme r = VR? + z2 = Constante

V= K2 fdl— K4 fan dao

avec
D’ou
V=2m.KA R
=2m. K1 ——
VR? + z2
Champ :
Distribution

La distribution est linéaire dq = A.dl et uniforme A = Constante. Donc :
B . dl
E=de=K/1Jr—2ur

Symétrie
M se trouve sur I’axe OZ qui est un axe de symétrie

On calcul uniquement la composante suivant OZ.
dl R
dE = KAT_Z (Iurl = 1)

En projetant sur I’axe 0Z.

dl
dE, =dE.cosa = Klr—zcosaf

Et
dl
E, =deZ=K/1fr—2cosa

Paramétrage : (Parametre 9)

dl =R.do
r = +/R?% 4+ z2 = Constante

cosa = z/r = z/4/R? + z? = Constante
En remplacant dans I’intégrale, il vient que :

1 z

= -
Ellé,

dl = R.df| (coordonnées polaires)

E, = KA

Donc

R.z
EZ = 2. KAW+—W et

21
R.d6
R? + z2\/R? +szo

=3

E =2n.KA

R.z

-

(RZ + 22)3/2 €z

13
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REMARQUE IMPORTANTE

L’utilisation de la symétrie permet de réduire le nombre de composantes du champ
électrostatique a calculer.

Exemple 03 :
Calculez le champ électrique crée par une droite infinie ayant une distribution linéaire A
uniforme (A1 > 0), au point située a une distance h de la droite.

Calcul du champ :

Distribution
La distribution est linéaire dq = A.dl et uniforme A = Constante. Donc :

. 5 dl
E=de=K/1Jr—2ur
Symétrie

M se trouve sur I’axe OY qui est un axe de symétrie |E || é,

On calcul uniquement la composante suivant OY'.

di .
dE=Kim  (&]=1)

En projetant sur I’axe OY.

dl dl
dEy =dE.cosf = K/lr—zcose et Ey =JdEy = K)lfr—zcose

h<
7
N
\
\
- —H
\
l

A = Cte

Symétrie : Vue en perspective.

14
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Paramétrage 01 : (Parametre x)

dl = dx
r =+/x2%+ h2
cos® = h/r = h/\x?% + h?

En remplacant dans I’intégrale, il vient que :

1 g
B=K) ety = Bk oo

Cette intégrale se calcule en utilisant un changement de variable ou un changement de
paramétrage.

Paramétrage 02 : (Parametre 6)

dl = dx = (h/cos?0).d6 do b
r =h/cos@ car x = h.tanf et 0" o578
cosO = cos b
En remplacant dans I’intégrale, il vient que :
T
— K2 1 h 046 _Ka(z o
By =K fhz/coszecoszecos = By=4 _a 08
Ce qui donne
KA R KA
Ey = 27 et E = ZTey

Vu la symétrie cylindrique du champ, Nous placons la droite chargée suivant I’axe 0Z. Dans ce
cas

F=2Ks
=2—e

p P
REMARQUE IMPORTANTE

Le paramétrage (comme le changement de variable) n’est pas unique. Nous choisirons le
paramétrage qui nous permettra d’obtenir une intégrale facile a calculer.

15
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2- Cas d’une distribution surfacique :

" . - d
o est la densité surfacique de charge (C.m™2) : o= d—z

e [ oy L O ey
) 47‘[80 r 47‘[800 PRl 7‘_47&?00 ¢

Dans le cas d’une distribution uniforme o = Q/S = Constante
Dans le cas d’une distribution non uniforme o # Constante

Exemple :

Soit un disque de rayon R centré en O et placé dans le plan (XOY). Le disque est chargé avec
une charge positive distribuée uniformément sur toute sa surface. Trouvez le champ crée par ce
disque en un point se trouvant a une hauteur z au dessus du centre.

Champ électrostatique :
Distribution
La distribution est surfacique dq = o.ds et uniforme o = Constante. Donc :

- ds _,
=de=KJﬂ.r—2ur

Symétrie
M se trouve sur 1’axe 0Z qui est un axe de symétrie |E | &,
On calcul uniquement la composante suivant OZ. z
ds R -
dE = KUr—z (lil = 1) ai \a|4E:
En projetant sur I’axe OZ. M
ds '\
dE, = dE.cosa = Ko — cosa s
r a
Et
ds
E, = deZ = Kaf r—zcosa

Paramétrage : (Parametre (p, 6))
ds = p.dp.do
S
cosa =z/r = Z/\/m

En remplacgant dans I’intégrale, il vient que :

R 21
E,=K dp.d0 = K f fd@
’ Jofof “tzf 2+zp 8 o (pz+zz)3/2
Donc
E, = 2m.K 14212 t F=2rK (Z z )*
=2n.Ko.z 2 _1/2 . e = LT.KO |Z| —R2+22 ez

16
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Dans le cas d’un plan infini chargé avec une méme densité ¢ uniforme.

=

- - O- -
R—-> 40 = Eplan = £2m.Koe,| ou Eplan = iz—goez

Tel que le signe (+) correspond a (z > 0) et le signe (—) correspond a (z < 0).

3- Cas d’une distribution volumique :

p est la densité volumique de charge (C.m™3): p=o

E)(_))_ 1 jffd‘[_) _ 1 jf dt | ‘ V) = 1 J’f ld
r _47r£0p rzur_47r.£0p 3 ¢ r _4ne0p 4t

Dans le cas d’une distribution uniforme p = Q/7 = Constante
Dans le cas d’une distribution non uniforme p # Constante

IIL.4. TRAVAIL DE LA FORCE ELECTROSTATIQUE

. o s Bz 2
Le travail d’une force entre deux points étant défini par W = [” Fedl

D’ou le travail de la force électrique subit par une charge g’ qui se déplace dans un champ
électrostatique E suivant une courbe L est égal a :

B B_ B
wE =f Fedl = q’f Eedl = —q’f av

A A A
Donc

WE =—q'.V(B) +q.V(4) = —U(B) + U(4)

D’ou le travail de cette force ne dépend pas du chemin suivis, mais uniquement des positions
initiale et finale de la charge q'.

_ Bz 2 L. . , .
L’intégrale ) 4 Eedl estappelée circulation du champ électrostatique sur la courbe L.

En particulier la circulation du champ électrostatique sur une courbe fermée est nulle. En
effet :

jgﬁ.diz—jgdvzvm)—vm) =0
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IV. DIPOLE ELECTROSTATIQUE

Outils mathématiques :
En utilisant la différentielle totale du potentiel en coordonnées cartésiennes on démontre que :

dV = —FEed]

En utilisant la différentielle totale du potentiel en coordonnées polaires on démontre que le
gradient en coordonnées polaires est données par :

£ —d(V) <6V# +16Vé )

= —gra =—|\=—¢€ +——=¢
g or " rae "

Définition :
Le dipdle électrique est constitué de charges de méme valeur g et de signes opposés distant de
a (distance interatomique), le moment dipolaire est dirigé de la charge négative vers la charge

positive et sa valeur est donnée par :
> -

*  Molécules polaires (CO, H>0) et apolaires (CO2, CHa, O2, H», gaz rares)
* Intérét de 1’étude du dipdle électrique: physique (polarisation des diélectriques,

ferroélectricité, analyse des matériaux ...) chimie (analyse des matériaux) électronique
(émission et dipOle oscillant, antennes...)

* Applications pratiques : Fours a micro-ondes, détecteurs de pression et de chaleur,
transducteurs.

Potentiel crée par un dipéle :

n—n

% =V.+V, =K
() 1 2 qrz-ﬁ
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. . . r, —1, =a.cosé
Approximation dipolaire :

5.7y =12
Donc
. 1 p.cos@ S
V() = pr—— avec 6 = (p,7)

Champ crée par un dipéle :

2 p.cosf | N 1 p.sin@ |
dme, 13 ér Ame, 713 ¢

E(®) = —grad(V) =

Dipéle dans champ électrique uniforme : EO = Constante

Moment de couple agissant sur le dipble ( L au plan de rotation)

-

5=23X 0

Positions d’équilibre stable : (EO | p etdansle méme sens) 6 = 0rad
Positions d’équilibre instable : (EO | p et dans des sens opposés) 6 = mwrad

Energie potentielle du dipdle

Uz_ﬁXE)O

On peut retrouver les positions d’équilibre :
Positions d’équilibre stable : (U est minimale) 6 = 0rad
Positions d’équilibre instable : (U est maximale) 6 = mrad
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V. THEOREME DE GAUSS

Outils mathématiques :
On définit le vecteur surface élémentaire :

Module = surface ds
ds {direction L ala surface ds
Sens : choix arbitraire

Remarque : pour une surface fermée, on choisit, en général, le vecteur dS sortant.

On définit I’angle solide par :

L’angle dans ’espace sous lequel on peut voir une surface quelconque S.

Analogie entre I’angle plan et I’angle solide :

Angle plan

Angle solide

La longueur de ’arc de cercle
l=R. «
a(radian)

La surface de la calotte sphérique
S=R%2 Q
Q(stéradian)

Pour la circonférence complete du cercle, on

l=2m.R
a = 2w rad

trouve I’angle sous lequel on voit tout le plan:

Pour la surface complete de la sphere, on
trouve ’angle sous lequel on voit tout ’espace:
S = 4m. R?

O =4m st

Pour un angle tres petit (infinitésimal)
dl=R. da

Pour un angle tres petit (infinitésimal)
ds = R%. dQ

L’angle sous lequel une courbe dl’
quelconque faisant un angle 68 avec dl :
dl=dl'.cosf =R. da

L’angle sous lequel une surface ds'
quelconque faisant un angle 8 avec ds :
ds =ds’.cos® = R*.d Q
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V.1.FLUX DU VECTEUR CHAMP ELECTROSTATIQUE

On définit le flux du champ électrique E a travers une surface élémentaire d§ par la grandeur
scalaire :

dd = Eeds

Le flux & a travers une surface S est donné par I’intégrale :

d)zfdd)sz Eeds
S

E estla valeur du champ en tout point ds de la surface S.

E

Cas d’une charge ponctuelle :
D’apres la figure on voit que I’angle entre E et dS est le méme que I’angle

entre la surface ds et la surface de la sphere de rayon R centrée en q.

D’ou : dd = Eed3 = E.ds.cos 0

Mais puisque  ds.cos8 = R%.d Q et E=K-ZL
Alors d® =K.q.d Q

Et pour une surface S : ®=K.gq Q

Tel que ) est I’angle solide sous lequel on voit la surface S a partir de la charge q.

Remarque :

D’apres la relation précédente, on remarque que le flux du champ crée par une charge
ponctuelle a travers une surface est indépendant de la distance de celle-ci par rapport a la
charge, et dépend uniquement de I’angle solide sous lequel on voit cette surface.

Le flux pour deux surfaces observées sous le méme angle solide est identique en valeur
absolue.
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V.2.THEOREME DE GAUSS

Le théoréme de GAUSS concerne le flux du champ électrique a travers une surface fermée.

Charge a Uintérieur de la surface :
Pour une charge qui se trouve a I'intérieur d’une surface fermée, 1’angle sous lequel on peut

voir toute la surface est QO = 4m stéradian. D’ou : b = gi
0

< .
E

Charge a Uextérieur de la surface :

Si une charge est située a ’extérieur de S, le flux total du champ électrique crée par cette
charge a travers S est nul.

* A chaque élément de surface ds on peut associer un élément ds’ vu sous le méme angle
solide  dQ. Les flux d® et do’ sont égaux en valeur absolue et signes opposées
(ds orienté vers I’extérieur).

* Ceci est général quelque soit la forme de la surface.

* En intégrant on peut diviser la surface S en deux partie

S; oule champs E est dirigé suivant dS = le flux est positif ®; = +Kq.Q

S, ou le champs E est dirigé dans le sens opposé a dS = le flux est négatif @, = —Kq.Q

Et le flux total est donné par
b = CDl + CDZ =0




ELECTROSTATIQUE

Cas général :

En présence de plusieurs charges a I’intérieur et a I’extérieur de la surfa ce S. Le flux total est la
somme des flux de chaque charge.

q>=#s E-d§=#g (Zﬁi>.d§=z<#s Eiod§>=ZCDi

Puisque le flux des charges extérieur est nul, alors, le flux total est égal au flux des charges a
I’intérieur de la surface.

D’ou, le théoreme de GAUSS :

= Z Qintérieures
0= §f Fods = Elmtouss
S &o

Remarques :

Si le flux est nul, alors il n’y a pas de charges a I'intérieur de la surface de GAUSS, ou la
somme algébrique de ces charges est nulle.

« Le flux du champ crée par les charges extérieures est nul » ne veut pas dire que le champ crée
par ces charges est nul sur la surface.

COMMENT APPLIQUER LE THEOREME DE GAUSS ?

1. Ecrire la relation D= ngS Eed3 = L it

€0
2. Choisir la surface de GAUSS qui respecte la symétrie de la distribution :
* Soit E est parallele a la surface (E 1 d§) = Eed$=0

« Soit E est perpendiculaire 2 la surface (E | d5) et E = Cte = JI; EedS =E.S

3. Calculer les charges gjn¢ al'intérieur de la surface de GAUSS.
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Exemple 01 :
Champ électrostatique crée en un point quelconque de I’espace par une droite infinie chargée
avec une densité linéique uniforme A.

Symétrie : Vue en perspective.
Symétrie : Vue de coté.

Théoréme de GAUSS : @SG Eed3 = Zgint
0

Symétrie du champ électrostatique : cylindrique (ou axiale)
Surface de GAUSS : Cylindre S; coaxial a la distribution fermé par deux disques S, et Ss.
La hauteur du cylindre S; est notée h et son rayon 1, r est aussi le rayon des deux disques S,

et Ss.
# E.dg = ff El.dgl + ff Ez.dgz + ff E3‘d§3
S S1 Sz S3

Comme E, L d$, et E; L d3, alors

Jj E)Z.dgz = Jj E3.d§3 =0
S S

2 3
Et comme E; || ds; et dans le méme sens, alors :

# E.d§= Jj E)l.dgl = ff El.dsl
S S

G 1 S1
En plus, en utilisant la symétrie de translation le long de la droite chargée et la symétrie de
rotation avec comme axe de rotation la droite chargée, nous trouvons que E; = Constante sur
la surface S;. Donc :

f,

E.dg = Elf d51 = EI'SI

G Sy

Nous obtenons donc :

Calcul de la charge intérieure :
Distribution linéaire uniforme ~ dqg=2A4.dl = Yqpn=[dg=Af_dl = Xqn=2h

En remplacant, nous trouvons

Ah A1 2K.2
E,.2m.r.h = — = E(r)= —=
&o 2meg T T

Résultat que nous avons précédemment trouvé avec le calcul d’intégrale.
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Exemple 02 :
Champ électrostatique crée en un point quelconque de I’espace par un plan infini chargée avec
une densité surfacique uniforme o.

o = Cte "%%/%

) Qint

Théoréme de GAUSS : gfﬁSG Eed3 = -
0

Symétrie du champ électrostatique : Plane.

Surface de GAUSS : Cylindre S; dont I’axe est perpendiculaire a la distribution fermé par deux
disques S, et Ss. La hauteur du cylindre S; est notée h et son rayon r, r est aussi le rayon des
deux disques S, et Ss.

# E.d§= ff El.d§1+ff Ez.dgz +J-f E3‘d§3
S S1 Sz S3

Comme E; L d3, alors
ff El.dgl = O
S

Et comme E, || ds, et E5 || ds; et dans le méme sens, alors :

ﬁ E.dg = ff Ez.d§2 + ff E3.d§3 = ff Ez.dSZ +f E3.d$3
S Sz S3 S2 S3

En plus, en utilisant la symétrie de translation le long d’une la droite parallele au plan chargé et
la symétrie de part et d’autre du plan chargé, nous trouvons que E, = E; = E = Constante
(en module) sur les surfaces S, et S;. Donc:

# E.d§=E-f dSZ+Ef dS3=E.(SZ +S3)
Sg S, Ss
Nous obtenons donc :

# Eed3 = E.2.mr?
S¢
Calcul de la charge intérieure :

Distribution surfacique uniforme dq =o.ds = Xqn=[dg=0[f_ds = ¥ g =o.mr?

En remplacant, nous trouvons
2

o.Tr o _>
= E=— et |[E=+
&0 2¢&

E.2.nr? =

Résultat que nous avons précédemment trouvé avec le calcul d’intégrale.
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Exemple 03 :
Champ électrostatique crée en un point quelconque de I’espace par une sphere « creuse »
chargée avec une densité surfacique uniforme o (rayon R).

Théoréme de GAUSS : #SG Eedd = 2 1int

Symétrie du champ électrostatique : Sphérique.
Surface de GAUSS : Sphere concentrique a la distribution de rayon 7.

- - ~
Comme E || ds et dans le méme sens, alors :

# E0d§=-U E.ds
Sg Sg

En plus, en utilisant la symétrie de rotation par rapport au centre de la sphere chargée, nous
trouvons que E = Constante (en module) sur la surface de GAUSS S . Donc :

# Eod§=Eﬂ ds=E.S;
S S

G G
Nous obtenons donc :

# Eeds = E.4m.12
Sg

Ce résultat est toujours valable pour une distribution a symétrie sphérique.

Calcul de la charge intérieure :
A Dintérieur de la sphere chargée 0 <r <R:

Distribution surfacique uniforme  dq =o.ds = Yqn=[dg=0[ ds = Xqn=0
En remplacant, nous trouvons
E.4m.r? =0 = Eine =0

A Dextérieur de la sphere chargée R <r < +o0 :
Distribution surfacique uniforme

dq = o.ds = Yqine=Jdgq=0/ ds = Y Gint = Q = 0.4m. R?
En remplacant, nous trouvons
E4ﬂr2—iﬂ2 = E (r)—a'Rzi ou |E (r)—K2
. . - £ ext - £ r2 ext - 72
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Exemple 04 :
Champ électrostatique crée en un point quelconque de I’espace par une sphere « pleine »
chargée avec une densité volumique uniforme p (rayon R).

Théoréeme de GAUSS : #SG Eeds = L din

Symétrie du champ électrostatique : Sphérique.
Surface de GAUSS : Sphere concentrique a la distribution de rayon 7.

- - ~
Comme E || ds et dans le méme sens, alors :

# E0d§=ff E.ds
Sg Sg

En plus, en utilisant la symétrie de rotation par rapport au centre de la sphere chargée, nous
trouvons que E = Constante (en module) sur la surface de GAUSS S . Donc :

# Eod§=Eﬂ ds=E.S;
S S

G G
Nous obtenons donc :

# Eeds = E.4m.12
S

Calcul de la charge intérieure :
A Dintérieur de la sphere chargée 0 <r <R:
Distribution volumique uniforme
4
dg=p.dt =  Xqm=[dg=p][_dr = 3 Gint = p-5 13
En remplacant, nous trouvons

p.4m.r3 D
E.4m.r? = . = Eine(r) = 3—801"

A DI’extérieur de la sphére chargée R <r < 4o :
Distribution surfacique uniforme

4
dg=p.dr = Y Gine=[dg=p [ . dr > Zqm=Q=pSR
En remplacant, nous trouvons
p.4m.R3 p.R31 Q
E.Am.r? = S = Eope(1) = 36, 12 ou |Egpe(r) = Kr_z
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Représentation du champ E(r) en fonction de r (sphere creuse et sphére pleine).

E(r) E(r)
O | PRI ’
€o | 3‘c"O |
0 ' r ' r
Intérieur R  Extérieur 0 Intérieur R  Extérieur
Calcul du potentiel électrostatique V (r) dans le cas d’une symétrie sphérique.
dV = —Fedl
Dans le cas d’une symétrie sphérique E (7) = E(r).é, et
dV = —E.dr = V(r) = —JE(r).dr
Sphere creuse (densité surfacique uniforme o)
Eine =0 Vint = — J Ejpe-dr Vint = (1
0.R* 1 = donc 0.R*1
E = — V. = —+cC
exe(r) g 12 Vext = — f Eexe(r).dr ext(T) & T 2

C; et C, sontdes constantes d’intégration, que nous déterminons en utilisant les conditions

limites.

Dans le cas d’une distribution finie V(r - +o) =0

0.R? 1
_+C2=0+C2=0 = C2=0
& to

Continuité en 7 = R.
Vint(r = R) = Veyt r = R) = C, = 0.R/g,

Finalement

0.R
Vint = g— = Constante et Vext (1) =

g.R*1

0 & T

Ou

Vinte = K % = Constante et Vext(r) = K -
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Sphere pleine (densité volumique uniforme p)

P p
( Eint(r) - 3{;‘0 r Vint = - J Eint-dr ( Vint = _6_807'2 + C1
pRE1 7 donc p.R31
Eext(r) = 3¢, 2 Vext = — | Eexe(r).dr Vext (1) = 36 ~ + G,

C; et C, (constantes d’intégration) sont calculées a partir des conditions limites.

» Dans le cas d’une distribution finie V(r - +o) =0

p.R3 1
_+C2=0+CZ=O = C2=0
380 +OO
e Continuitt en r = R.
pR? PR? pR?
Vint(r = R) = Vet (r = R) = —6—80+C1= 3_80 = C, = 2_80
Finalement
D p.R31
Vipt = 6_50(_r2 + 3.R?) et Vet (1) = 357
Ou

1 2
Vintz_K2<__+3> et Vext(r) =K%

Représentation du champ V(r) en fonction de r (sphere creuse et sphére pleine).

V(r) V(r)
PR?
i 2&, i
oR E pR? i
EO : 3_80 ______________ :
: r : r
0 Intérieur R Extérieur 0 Intérieur R Extérieur
REMARQUE IMPORTANTE

Dans le cas d’une distribution a symétrie sphérique.

1. La surface de GAUSS est une sphere concentrique a la distribution.

# E-dS=E.4m.r?
Se
Reste a calculer la charge a I’intérieur de la surface de GAUSS.

2. Pour calculer le potentiel.

V(r) = —fE(r).dr
3. Les constantes d’intégration sont calculées a partir des conditions limites :
e Condition a I’infini V(r — +0c0) = 0 (dans le cas d’une distribution finie).
* Condition de continuité.
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