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 الثنائية ات العشوائية المتغير
 

التوزيعات   من  عدد  إلى  وتطرقنا  الاحتمالي(  القانون  )أو  الاحتمالي  والتوزيع  العشوائية  المتغيرة  مفهوم  درسنا 
  المحور ذا  في هتستخدم المتغيرة العشوائية لتمثيل الظواهر المختلفة من أجل دراستها والتوقع بشأنها.  الاحتمالية الشهيرة.  

مهمة  ، بالإضافة إلى مفاهيم أخرى ثنائية الأبعاد العشوائية ات سنتناول نوعا من المتغيرات العشوائية وتوزيعاتها وهي المتغير 
العديد من الظواهر والمسائل التي تطرح أمام المسير تتضمن أكثر من متغيرة    متعلقة بالارتباط بين المتغيرات. ذلك أن 

ؤسسة هي محصلة العائد والتكاليف، ومحصول موسم زراعي يتأثر بمتغيرات عدة مثل كمية الأمطار  واحدة، فنتيجة نشاط م
 والأسمدة والمساحة المزروعة. سوف نقتصر في دراستنا على المتغيرة ذات بعدين اثنين وهو ما يطلق عليه المتغيرة الثنائية.  

 الثنائية ات العشوائية المتغير    .1 المبحث 

 Fonction marginale)الحدية(   المشتركة المتقطعة والدالة الهامشيةالتوزيعات  1

 عريفت ( أ)

مثلا و إنما تتوقف على قيمة متغيرتين اثنتين.   Xالمتغيرة الثنائية هي متغيرة تتوقف ليس على قيمة واحدة هي قيمة  
سداسي الأول ونقطة السداسي معدل الطالب يتوقف على نقطة الرقابة المستمرة و نقطة التطبيق أو نقطة ال  ،ذلكثال  م

التعريف الدقيق للمتغيرة الثنائية  كذلك نتيجة السنننننننننننننننة المالية تتوقف على متغيرلإ التكاليف و الإيرادات، وهكذا.  الثاني.  
 يتأتى باستخدام الترميز كما يلي:

 :   f(x,y) ب P(X = x,Y = y)لنرمز للاحتمال:  ،  Yو  Xمتغيرتان عشوائيتان متقطعتان  لدينا لتكن

f(x,y) = P(X = x,Y = y) 
f(x,y) ≥ 0 

f(x,y) = 1 y∑x∑ 

ة الاحتمالية لها ونقول أيضا دالة الكثافة المشتركة للمتغيرتين  كثاف الدالة    f(x,y)و  متغيرة ذات بعدين   (X,Y)تسمى الثنائية  
X  وY  المشترك(. عن طريق جدول للاحتمالات المشتركة )جدول التوزيع ها يمكن التعبير عنو   
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(y) = ∑2y) = f = P (Y  
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   2∑ f(y) 1=و  1∑ f(x) =  1ن( حيث :ان )الحديتان الهامشيتاتسميان الدالت 2f(y)و 1f (x)الدالتين

 الدالة التجميعية (ب) 

 ما يلي: تكتب ك (X,Y)الثنائية للمتغيرة   الدالة التجميعية
f (u, v)

y≤v
 ∑

 

x≤u
 ∑y) =  ≤ Y x, ≤ F (x, y) = P (X 

 للرقم الذي يظهر من مكعب النرد.   Yو لعدد مرات ظهور الصورة، Xبنرمي قطعة نقدية وحجر نرد، نرمز   :مثال
o أكتب التوزيع الاحتمالي المشترك للمتغيرتين ، 
o  :الحصول على الصورة، الحصول على  6الحصول على صورة مع الرقم    أحسب احتمالات الأحداث التالية ،

 .  6الرقم  
o  أحسب الاحتمالP(X ≤ 1, Y ≤ 3)   ،P(X ≤ 2, Y ≤ 6).   

(x)1f 6 5 4 3 2 1 X\Y 
/2 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 0 
1/2 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1 
1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 (y)2f 

  P (X = 1 et Y = 6) = f(1, 6) = 1/12:   6احتمال الحصول على صورة مع الرقم 

  ,ky f(1( = 1/12 + 1/12   1/2 = . . . +احتمال الحصول على الصورة
n

k=1
(1) = ∑11) = f = P (X 

  if(x(6,=  + 1/12 = 1/12 1/6                6 احتمال الحصول على الرقم
m

i=1
(6) = ∑26) = f = P (Y 

6) = 1 ≤ 2, Y ≤ , P(X 6(1/12) = 1/2 = f(u,v) 
3≤v

 ∑
 

1≤u
 ∑ = 3) F(1,3) =  ≤ 1, Y ≤ P(X 

 التوزيعات المشتركة المتصلة   2

 عريفت ( أ) 
 : كما يلي   1ا متغيرتان ع متصلتان، نعرف دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة لهمYو X لتكن لدينا 

P(X = x, Y = y) = f(x, y) 

f(x, y) ≥ 0 

= 1  dy dx y) f(x,
+∞

∞-
∫

+∞

∞-
∫ 

 الدالة التجميعية (ب) 
 كتب دالة التوزيع )الدالة التجميعية( كما يلي: ن

 
 . (X,Y)ونقول أيضا دالة الكثافة الاحتمالية للثنائية   1
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 dv  du v) f(u,
y

∞-v= 
∫

x

∞-u= 
∫ = )y ≤ Y x, ≤ P(X = y) F(x, 

      f(x, y) = ∂²F / (∂x ∂y)و يمكن استنتاج دالة الكثافة المشتركة من الدالة التراكمية بالاشتقاق كما يلي: 

,dv                    du v) f(uىمن جهة أخر 
∞

∞-v=
∫

x

∞-u=
∫   x) =  ≤ P(X (x) =1F 

dv                    du v) f(u,
y

∞-v=
∫

∞

∞-u=
∫ y) =  ≤ P(Y (y) =2F 

 ن(. ا ن )الحديتا ن( الهامشيتان )التجميعيتا ن التراكميتا الدالت 2F(y)و 1F(x)ن اونسمي الدالت

 ن في مجالين ما نكتب:  محصورتا  Yو Xولتحديد احتمال 

dy  dx y) f(x,
d

y=c
∫

b

x=a
d) = ∫ ≤ y ≤ b, c ≤ x ≤ P(a 

 الدوال الهامشية (ج) 
 فيعبر عنها كما يلي:   (X, Y)الدالتان الهامشيتان )الحديتان( للكثافة الاحتمالية للثنائية 

du y) f(u,
+∞

∞-u=
= ∫ (y)2v) dv ,          f f(x,

+∞

∞-v=
(x) = ∫1f 

 المعرفة كما يلي:   Yو Xلدينا دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة للمتغيرتين   :مثال

 

 .y < 3 > 1 ، أحسب احتمال  x < 2 > 0أكتب دالة التوزيع الهامشية لكل من المتغيرتين أحسب احتمال 

dv du v) f(u,
∞

∞-v=
∫

x

∞-u=
=  ∫ x) ≤ P(X (x) =1F 

(x) = 0, 1: F 0 < x * 

*  0 ≤ x  < 4 :  

 dv du uv/96
5

v=1
∫

x

u=0
∫ + 0 = dv du uv/96

 ∞

∞-v=
∫

x

∞-u=
∫ (x) =1F 

.x²/16[12u] du = x²/2  (12/96) = 
x

u=0
1/96∫= uv dv] du 

5

v=1
∫ [

x

u=0
∫ =1/96            

(x) = 11F :4 ≥ x *  

 

dv du v) f(u,
y

∞-v=
∫

∞

∞-u=
=  ∫ y) ≤ P(Y (y) =2F 

(y) = 0, 2: F 1 < y  ourP 

* 1 ≤  y  < 5 :  
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2]  / 1) - [u (y²
4

u=0
∫ 1/96=  uv dv] du 

y

v=1
∫ [

4

u=0
∫ 1/96 = dudv uv/96 

y

v=1
∫

4

u=0
+ ∫ 0 (y) =2F

du  

24 1) / - (y² = )16/2(1)  - (y²= (1/(2*96))  4
0(u²/2)1)  - 96) (y²1/ * (1/2 = 

1 =  (y)2: F 5 ≥ y *  

 

 , ¼4/16 = =  (0)1F –(2) 1= F 2) < x < P(0 
  P(1 < y  < 3) = 8 / 24 = 1/3 

 onditionnelleistribution cD التوزيع الشرطي  3

  يلي  امتكتب ك (X|Y = y) متغيرتان عشوائيتان متقطعتان، فإن دالة الكثافة الاحتمالية الشرطية لX  ،  Y حالةفي
f(x/y)   :وتحسب كما يلي  

)(

),(

)(

),(
)/(

1 xXP

yYxXP

xf

yxf
yxf

=

==
== 

حتمالات الشرطية:  التقليدي للاو هذا استنادا إلى القانون 
)(

)(
)/(

AP

BAP
ABP


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 المقابلة لها.  f(x/y) الاحتمالات و  Yعند تثبيت  Xهو مجموعة قيم المتغيرة  y  Y =حيث Xلتوزيع الاحتمالي ل ا
الفرق بالقيمة المطلقة بين عدد مرات    Yو  عدد مرات الحصول على صورة عند رمي قطعة نقدية مرتين  Xلتكن  .  مثال

 الصورة وعدد مرات الكتابة.  
 . X|Y = 2و X|Y = 0ن ل ان الاحتماليا أكتب التوزيع، Y|X = 1أكتب التوزيع الاحتمالي ل

dy f(y/x)متغيرتان ع متصلتان نكتب: Yو X في حالة
d

c
dx) = ∫ + x ≤ X ≤ d / x ≤ Y ≤ P(c 

 

 الارتباط   و الاستقلال التباين     .2 المبحث 

 تعريف استقلال متغيرتين  1
 يكونان مستقلان إذا كان:   Bو Aأينا في الفصل الأول أن حدثين عشوائيين ر 

P(A et B) = P(A) P(B) 
 فقط إذا كان: و    إذا  مستقلتان Y و    Xطعتان القاعدة، تكون المتغيرتان العشوائيتان المتقهذه انطلاقا من 

P(X = x, Y = y) = P(X = x) P(Y = y) 

(y)2f (x)1f = y) f(x, 
  P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(X ≤ x) P(Y ≤ y): في حالة كون المتغيرتين متصلتين نكتب        











−



=

51

5124/)1²(

10

)(2

y

yy

y

yF

X 0 1 2  Y 1 0 
P(X/Y=0) 0 1 0  P(y/x=1) 0 1 
P(X/Y=2) 1/2 0 1/2     
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)(y 2F (x) 1F =  y) F(x, 
لتان يمكن كتابة دالة التوزيع المشتركة لهما )أو دالة الكثافة المشتركة( في شكل جداء  لا  اأي أن المتغيرتان المستقلتان هم

 تراكميتين )أو دالتين هامشيتين للكثافة(. دالتين هامشيتين  
 حيث دالة الكثافة المشتركة لهما معرفة كما يلي:  ع مستمرين م  Yو Xليكن مثال.  

 
 مستقلتين.  Yو Xبين أن المتغيرتين 

(y)           cqfd2(x) * f1y =>   f(x, y) = f2x * c1xy = c 2c1 => f(x, y) = c 2*c1Soit c = c 

عدد مرات   Yعدد مرات الحصول على صورة في رمية لقطعة نقدية و  Xع متقطعة. تمثل   م  Z وYو Xليكن . 2مثال
اللذان يمثلان على التوالي عدد مرات الحصول    ’Yو  ’Xالفرق بالقيمة المطلقة بين    Zالحصول على صورة في رمية موالية. و

   .على الصورة/الكتابة في مجموع رميتين لقطعة نقدية 

 . Yو Xعند كل قيم   P(X = x,Y = y) = P(X = x) P(Y = y) لأنمستقلتان   Yو Xمن الواضح أن 
   : فمثلا   ’X ليست مستقلة عن Z نجد أن   على العكس من ذلك،

  P(X’= 0,  Z = 2) = 1/2  ≠  P(X’ = 0) P(Z = 2) = (1/4  . 1/2) = 1/8 

 ثنائية الأبعادتوقع وتباين المتغيرة العشوائية  2
نطبق كل من تعريف التوقع الرياضي والتباين الذين تناولناهما فيما سبق على المتغيرة العشوائية متعددة الأبعاد.  ي

 دالة كثافة مشتركة لهما.   f(x, y)و  ،قطعتان متغيرتان عشوائيتان مت Yو  Xلتكن
y)    , f(x, x y∑x∑ = E(X) = xµ      y) f(x, yy∑x∑ = E(Y) = yµ   

 y) f(x, )²yµ – (y y∑x= ∑ )²]yµ – E[(y = y²σy) ,  f(x, )²xµ – (x y∑x= ∑ )²]xµ – E[(x = x²σ 

 :   ستمرتانمتغيرتان م  Yو Xحالة في 

. dy dx f(x,y) y
+∞

∞-
∫

+∞

∞-
∫ = ydy , µ dx y) f(x, x

+∞

∞-
∫

+∞

∞-
∫ = E(X) = xµ 

dy , dx y) f(x, )²xµ – (x
+∞

∞-
∫

+∞

∞-
∫ = )²]xµ – E[(x = x²σ 

dy  dx y) f(x, )²yµ – (y
+∞

∞-
∫

+∞

∞-
∫ = )²]yµ – E[(y = y²σ  

 المعرف كما يلي:   التوزيع المشترك ليكن لدينا .  مثال
 المطلوب حساب: 

E(y), E(x)  ، yσ², xσ²   
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     X 
Y 

0 1  
       Z 

X’ 
0 1 2  X’ 0 1 2  Z 0 2 

0 ¼ ¼  0 0 1 0  xp ¼ ½ ¼  zp ½ ½ 

1 ½ ½  2 ½ 0 ½          

7 -2 -4      y   
X 

1/8 1/4 1/8 1 
1/8 1/8 1/4 -5 
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2- = 4/2- = 5/2 – 1/2 5(1/4 + 1/8 + 1/8) = –1(1/8 + ¼ + 1/8)  y) = f(x, x y∑x∑ = E(x) 

1/2-1/8) =  (1/8 + 7 + 1/8) (1/4 + 2 – (1/8 + ¼) 4- = y) f(x, y y∑x∑ = E(Y) 

 y) f(x, )²xµ - (x y∑x= ∑ )²]xµ – E[(x =  x²σ 

      = (1 + 2)² (1/8 + ¼ + 1/8) + (-5 + 2)² (1/4 + 1/8 + 1/8) = 9 (1/2) + 9 (1/2) = 9 

  y) (x, f )²yµ - (y y∑x= ∑ )²]yµ – E[(y = y²σ 

       = (-4 + 1/2)² (1/8 + 1/4) + (-2 + 1/2)² (1/4 + 1/8) + (7 + 1/2)² (1/8 + 1/8) 

       = 49/4  (3/8) +  9/2 (3/8) + (15/2)² (2/8) = 651 / 32 = 20,34 
 .2f(y) و 1f(x) كما يمكن حساب كل من القيم السابقة باستخدام الدوال الهاشية

2-5(4/8) =  –1(4/8)  (x) =1f x x∑ E(x) = 

V(x) = E(x²) – E²(x)  

         = [1²(4/8) + (– 5)²(4/8)] – (–2)² = 9 

  Covariance التباين المشترك 3
  عرف التباين المشترك كمايلي:ي

)]yµ – )(Yxµ – E[(X = xyσ = Y) (X, Cov 
   متغيرتان متقطعتان:  Yو  Xفي حالة 

y)  )f(x,yµ – )(yxµ – (xy∑x∑ = xyσ 

 :  مستمرتانمتغيرتان  Yو  Xفي حالة 
dy dx y) f(x, )yµ – (y )xµ – (x

+∞

∞-
∫

+∞

∞-
∫ =xyσ 

  التباين المشتركخصائص  ( أ) 
  نستنتج: يمكن أن  من تعريف التباين  .1

  )]yµ – )(Yxµ – E[(X Cov(X, Y) = 

]yµxµ+  Yxµ – yµX –= E[XY      

  yµxµ+  E(X)E(Y) –E(X)E(Y)  – (XY)= E                             

  

= E(XY) – E(X) E(Y)   

Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y) 
  E(XY) = E(X) نعلم من خصائص التوقع الرياضي أن  2متغيرتان مستقلتان   Y و X في حالة  .2

E(Y)   منهو :    

 Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y) = E(XY) – E(XY)  
 

لحقيقة تمثل شرطا ولكنه  العكس ليس بالضرورة دوما صحيح، فقد يكون التباين المشترك مساويا للصفر من غير أن يكون المتغيرتان مستقلتان فعلا. المعادلة هي في ا   2
المتغيرتين. الشرط الازم والكافي لاستقلال    بالمقابل يمكن استعمال نتيجة معدومية التباين المشترك للدلالة على ضعف الارتباط، إذا كان موجودا، بين ليس شرطا كافيا.  

 متغيرتين هو المذكور سابقا في تعريف الاستقلال. 

(x)1f 7 -2 -4      Y   
X 

4/8 1/8 1/4 1/8 1 
4/8 1/8 1/8 1/4 -5 
1 2/8 3/8 3/8 (y)2f 
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Cov (X, Y) = 0 

 مستقلتين: متغيرتان مستقلتان أو غير   Yو  Xفي حالة  .3

2 Cov (X, Y)  ± Var (X ± Y) = V(X) + V(Y) 

 |yσxσ ≤ |xyσ    القيمة المطلقة للتباين المشرك لا تكون أكبر من جداء الانحرافين المعياريين:   .4

 ,V(X) V(Y)  Y) Cov(X =    فإن:  X = Yمتغيرتان مرتبطتان تماما مثلا Y و X في حالة  .5

 معامل الارتباط  4

في  ( نستنتج أنه  5من الخاصية )  و  مستقلتان  Yو  X في حالة   0يساوي    نستنتج أن الكسر(  2ة ) ن الخاصي م

 . 1فإن الكسر يساوي  متغيرتان مرتبطتان تماما Yو  Xحالة 

. من أجل هذا   :(1)و  (1-تتراوح قيمته بين )نسنننبة  نسنننتنتج أن ال  4من جهة أخرى من الخاصنننية  

 لقياس الارتباط بين المتغيرتين، وتسمى معامل الارتباط.      :تستعمل النسبة

 ن.ا، من غير أن نجزم أنهما مستقلتينغير مرتبطتن المتغيرتانقول أن معدوم  rفي حالة 
 . أوجد التباين المشترك والارتباط للتوزيع المشترك المذكور في المثال السابق.مثال

Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y) 

E(XY) = 1(-4)(1/8) + (1)(-2)(2/8) + (1)(7)(1/8) + (-5)(-4)(2/8) + (-5)(-2)(1/8) + (-

5)(7)(1/8) = 1.75 

E(X) = 1(4/8) + (-5)(4/8) = -2,    E(Y) = -4(3/8) – 2(3/8) + 7(2/8) = -1/2. 

Cov(X, Y) = 1.75 – (-2)(-1/2) = 0.74 

= 3, xσ=>  2)² = 9-( –5)²(4/8) -(1(4/8) +  E²(X) = –E(X²)  = V(X) 

                         = 4.5. yσ20.34 =>  E²(Y) = –(Y) = E(Y²) V  
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