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Méthodes numériques 

 
 

Chapitre 1 : 

 
Généralités sur l'analyse numérique et le calcul scientifique 

 

1.1 Motivations. 

 
         Un algorithme est un énoncé décrivant, à l'aide d'opérations élémentaires, toutes 

les étapes d'une démarche systématique permettant la résolution d'un problème 

spécifique. Un algorithme peut à son tour contenir des sous-algorithmes et doit 

pouvoir s'achever après un nombre fini d'opérations élémentaires afin de pouvoir être 

utilisé dans un programme informatique. La mise en œuvre d'un algorithme consiste 

en l'écriture de la série d'opérations élémentaires le composant dans un langage de 

programmation, ce que l'on appelle aussi fréquemment une implémentation. 

        La complexité d'un algorithme est une mesure de son temps d'exécution. Calculer 

la complexité d'un algorithme fait donc partie de l'analyse de l'efficacité et du coût 

d'une méthode numérique. pseudo-langage pour la description des algorithmes  

        on compte les soustractions comme des additions. 

 

1.2    Représentation d’un nombre en machine, erreurs d’arrondis. 

 

 Un exemple : calcul approché de π. 

 
Nous savons aujourd’hui que l’aire d’un cercle de rayon r est A=πr2. Parmi 

les solutions proposées pour approcher A, une méthode consiste à construire un 

polygône dont le nombre de côté augmenterai jusqu’à ce qu’il devienne équivalent au 

cercle circonscrit. C’est Archimède vers 250 avant J-C qui appliquera 

cette propriété au calcul des décimales du nombre π, en utilisant à la fois un 

polygône inscrit et circonscrit au cercle. Il utilise ainsi un algorithme pour le 

calcul et parvient à l’approximation de π dans l’intervalle (3+1/7,3+10/71) en 

faisant tendre le nombre de côtés jusqu’à 96. 

 

On considère un cercle de rayon r=1 et on note An l’aire associée au polygône inscrit à 

n côtés. 



 

. 

            En notant αn=2π/n , A

            la figure 1.1, c’est-à-dire

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Comme on cherche à calculer 

pour calculer An, mais on peut exprimer A

An en utilisant la relation. 

 

 

 

Ainsi, en prenant n =2k, on définit l’approximation de 

 

 

 

 

En partant de k =2 (i.e. n =4 et s 

 

 

  

On a  

sur machine ! Les résultats en Matlab de la table 1.1 montre que l’algorithme
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n , An est égale à n fois l’aire du triangle ABC représenté sur

dire. 

Comme on cherche à calculer π à l’aide de An, on ne peut pas utiliser l’expression ci

pour calculer An, mais on peut exprimer A2n en fonction de 

 

, on définit l’approximation de π par récurrence. 

 

4 et s =1) on obtient l’algorithme suivant : 

  Ce n’est pourtant pas du tout ce que l’on va observer

machine ! Les résultats en Matlab de la table 1.1 montre que l’algorithme

fois l’aire du triangle ABC représenté sur 

, on ne peut pas utiliser l’expression ci-dessus 

  

Ce n’est pourtant pas du tout ce que l’on va observer 

machine ! Les résultats en Matlab de la table 1.1 montre que l’algorithme 



 

commence pas converger vers π puis pour 

finalement on obtient A

correct. 

Ce ci résulte du codage des val
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commence pas converger vers π puis pour n ≥ 65536, l’erreur augmente et

finalement on obtient An=0!! “Although the theory and the program are

ci résulte du codage des valeurs réelles sur un nombre fini de bits. 

65536, l’erreur augmente et 

! “Although the theory and the program are 



 

1.3    Représentation scientifique des nombres dans différentes bases
                

 Partie entière, mantisse et exposant

  Exemple en base 10 

La base 10 est la base naturelle avec laquelle on travaille et 

dans les calculatrices. 

différentes en changeant simplement la position du point décimal et en rajoutant à la 

fin une puissance de 10 dans l’écriture de ce nombre. La par

décimal est la partie entière, celle à droite avant l’exposant s’appelle la mantisse.

Par exemple le nombre 

          x =1234.5678 =1234.5678 10

avec 

            – Partie entière : 1234

 – Mantisse : 0.5678 ou 1.2345678 ou 0.0012345678

            – Exposant : 4 ou 6 

 

 Exemple en base 2 

 

           C’est la base que les ordinateurs utilisent. Les chiffres utilisables en base 2

           sont 0 et 1 que l’on appelle 

           binaire. Par exemple. 

 

 

 

 

 

1.4  Représentation d’un nombre en machine : nombres flottants

 
De façon générale tout nombre réels 

pour une calculatrice b 

mantisse m (appelée aussi significande) , la base 

le couple (m,e) caractérise le nombre. En faisant varier 

la virgule décimale. La limitation fondamentale est que la place mémoire d’un

ordinateur est limitée, c’est

nombres. Ainsi un nombre machine réel ou 

 

 

 

 

 

 

  ou  D ∈  (0,1, ..., b -1) représente un chiffre.
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Représentation scientifique des nombres dans différentes bases

Partie entière, mantisse et exposant 

 

La base 10 est la base naturelle avec laquelle on travaille et celle que l’on retrouve 

 Un nombre à virgule, ou nombre décimal, à plusieurs écritures 

en changeant simplement la position du point décimal et en rajoutant à la 

une puissance de 10 dans l’écriture de ce nombre. La partie à gauche du point

décimal est la partie entière, celle à droite avant l’exposant s’appelle la mantisse.

Par exemple le nombre x =1234.5678 à plusieurs représentations : 

5678 100 =1.2345678 103 =0.0012345678 106 

: 1234 

: 0.5678 ou 1.2345678 ou 0.0012345678 

C’est la base que les ordinateurs utilisent. Les chiffres utilisables en base 2

sont 0 et 1 que l’on appelle bit pour binary digit, les ordinateurs travaillent en

1.4  Représentation d’un nombre en machine : nombres flottants

De façon générale tout nombre réels x sera représenté dans une base 

=2 pour un ordinateur) par son signe (

(appelée aussi significande) , la base b et un exposant 

caractérise le nombre. En faisant varier e, on fait « flotter »

e. La limitation fondamentale est que la place mémoire d’un

ordinateur est limitée, c’est-à-dire qu’il ne pourra stocker qu’un ensemble fini de

nombres. Ainsi un nombre machine réel ou nombre à virgule flottante s’écrira

représente un chiffre. 

Représentation scientifique des nombres dans différentes bases 

celle que l’on retrouve 

Un nombre à virgule, ou nombre décimal, à plusieurs écritures 

en changeant simplement la position du point décimal et en rajoutant à la 

tie à gauche du point 

décimal est la partie entière, celle à droite avant l’exposant s’appelle la mantisse. 

C’est la base que les ordinateurs utilisent. Les chiffres utilisables en base 2 

, les ordinateurs travaillent en 

1.4  Représentation d’un nombre en machine : nombres flottants 

sera représenté dans une base b (b =10 

2 pour un ordinateur) par son signe (+ ou -), la 

et un exposant e tel que 

, on fait « flotter » 

e. La limitation fondamentale est que la place mémoire d’un 

dire qu’il ne pourra stocker qu’un ensemble fini de 

s’écrira 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  1.5  Calculs sur les nombres flottants

 

 Erreurs d’arrondi 
 
Si  x˜ et y˜ sont deux nombres machine, alors 

général à un nombre machine puisque le produit demande une quantité double

de chiffres. Le résultat sera un nombre machine 

 

On définit l’erreur absolue 

correspondant  x˜  par  

                                            

 

 

L’erreur relative entre ces nombres (si 

 

 

 

 

 

 

 

Opérations machine : On désigne par 

élémentaire à virgule flottante (addition, soustraction, multiplication ou division) de 

l’ordinateur. Sur les calculateurs actuels on peut 

dans les opérations basiques : 

 

 

Le nombre machine (eps) est le plus petit nombre machine tel que 1
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1.5  Calculs sur les nombres flottants 

sont deux nombres machine, alors z = x˜ * y˜  ne correspondra pas en

général à un nombre machine puisque le produit demande une quantité double

de chiffres. Le résultat sera un nombre machine z˜ proche de z. 

erreur absolue entre un nombre réel x et le nombre machine

 

                                             

entre ces nombres (si x ≠ 0) est définie par 

: On désigne par flop (de l’anglais floating operation

élémentaire à virgule flottante (addition, soustraction, multiplication ou division) de 

l’ordinateur. Sur les calculateurs actuels on peut s’attendre à la précision suivante, obtenue 

 

est le plus petit nombre machine tel que 1+ eps >

ne correspondra pas en 

général à un nombre machine puisque le produit demande une quantité double 

et le nombre machine 

floating operation) une opération 

élémentaire à virgule flottante (addition, soustraction, multiplication ou division) de 

à la précision suivante, obtenue 

>1 sur la machine. 



 

 Erreurs d’annulation

Ce sont les erreurs dûes à l’annulation numérique de chiffres 

quand les nombres ne sont représentés qu’avec une quantité finie de chiffres,

comme les nombres machine. Il est donc important en pratique d’être attentifs

aux signes dans les expressions, comme l’exemple suivant le montre

  

Exemple : on cherche à évaluer sur l’ordinateur de façon précise, pour de petites

valeurs de x, la fonction 

 

1.6 Quelques catastrophes 

 
Il y a un petit nombre “connu” de catastrophes dans la vie réelle qui sont

attribuables à une mauvaise gestion de l’arithmétique des ordinateurs (erreurs

d’arondis, d’annulation).  

 

Exemple : 

 

* Missile Patriot(1991)  *  Explosion d’Ariane 5 
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Erreurs d’annulation 

Ce sont les erreurs dûes à l’annulation numérique de chiffres 

quand les nombres ne sont représentés qu’avec une quantité finie de chiffres,

comme les nombres machine. Il est donc important en pratique d’être attentifs

aux signes dans les expressions, comme l’exemple suivant le montre

cherche à évaluer sur l’ordinateur de façon précise, pour de petites

1.6 Quelques catastrophes dues à l’arithmétique flottante 

Il y a un petit nombre “connu” de catastrophes dans la vie réelle qui sont

mauvaise gestion de l’arithmétique des ordinateurs (erreurs

Explosion d’Ariane 5 (1996)  * Bourse de Vancouver

Ce sont les erreurs dûes à l’annulation numérique de chiffres significatifs, 

quand les nombres ne sont représentés qu’avec une quantité finie de chiffres, 

comme les nombres machine. Il est donc important en pratique d’être attentifs 

aux signes dans les expressions, comme l’exemple suivant le montre : 

cherche à évaluer sur l’ordinateur de façon précise, pour de petites 

Il y a un petit nombre “connu” de catastrophes dans la vie réelle qui sont 

mauvaise gestion de l’arithmétique des ordinateurs (erreurs 

Bourse de Vancouver(1982) 



 

Chapitre 2 
 

Méthodes directes de résolution 

 
On considère la résolution du système linéaire

 

 

avec A une matrice d'ordre n 

méthodes dites directes, c'est-

exacte en un nombre fini  d'opérations élémentaires. On verra que ces méthodes consistent en 

la construction d'une matrice

système linéaire équivalent (au sens où il

 

 

 

étant alors « facile »  à résoudre (on verra ce que l'on entend précisément par là). Une telle 

idée est par exemple à la base de la célèbre méthode d'élimination de Gauss , qui permet de 

ramener la résolution d'un système linéaire quelconque à celle d'un 

supérieur. 

 

2.1 Remarques sur la résolution des systèmes triangulaires

 

Observons tout d'abord que la solution du système linéaire 

inversible, ne s'obtient pas en inversant 

plutôt des combinaisons linéaires sur les lignes du système et des substitutions. En 

peut facilement voir que le calcul de la

ce qui s'avère bien plus coûteux que la 

système linéaire dont la matrice 

forme. 

 

 

 

 

 

La matrice A étant inversible, ses termes diagonaux 

résolution du système est alors extrêmement simple : on calcule 

substitue ensuite dans la deuxième équation pour obtenir 

dite de «  descente » (forward 
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Méthodes directes de résolution des systèmes linéaires

considère la résolution du système linéaire 

n à coefficients réels inversible et b un vecteur de R

-à-dire fournissant, en l'absence d'erreurs d'arrondi, la solution 

ni  d'opérations élémentaires. On verra que ces méthodes consistent en 

la construction d'une matrice inversible M telle que M A soit une matrice triangulaire, le 

système linéaire équivalent (au sens où il possède la même solution) obtenu

à résoudre (on verra ce que l'on entend précisément par là). Une telle 

exemple à la base de la célèbre méthode d'élimination de Gauss , qui permet de 

d'un système linéaire quelconque à celle d'un système triangulaire 

2.1 Remarques sur la résolution des systèmes triangulaires  

Observons tout d'abord que la solution du système linéaire Ax = b, avec 

s'obtient pas en inversant A, puis en calculant le vecteur A-1b

linéaires sur les lignes du système et des substitutions. En 

peut facilement voir que le calcul de la matrice A-1 équivaut à résoudre n systèmes linéaires 

ce qui s'avère bien plus coûteux que la résolution d'un seul système. Considérons à présent un 

système linéaire dont la matrice A est inversible et triangulaire inférieure

étant inversible, ses termes diagonaux aii, i = 1,…..,n, sont tous non nuls

u système est alors extrêmement simple : on calcule x1 par une division, que l'on 

la deuxième équation pour obtenir x2, et ainsi de suite... Cette méthode, 

 subtitution en anglais), s'écrit 

systèmes linéaires 

un vecteur de Rn, par des 

dire fournissant, en l'absence d'erreurs d'arrondi, la solution 

ni  d'opérations élémentaires. On verra que ces méthodes consistent en 

soit une matrice triangulaire, le 

possède la même solution) obtenu. 

à résoudre (on verra ce que l'on entend précisément par là). Une telle 

exemple à la base de la célèbre méthode d'élimination de Gauss , qui permet de 

système triangulaire 

, avec A une matrice 

b, mais en réalisant 

linéaires sur les lignes du système et des substitutions. En effet, on 

systèmes linéaires , 

Considérons à présent un 

est inversible et triangulaire inférieure. c'est-à-dire de la 

, sont tous non nuls et la 

par une division, que l'on 

, et ainsi de suite... Cette méthode, 



 

 

 

Exemple. Appliquons une approche orientée colonne pour la résolution du système

 

 

 

 

 

 

On trouve que x1 = 3 et l'on considère ensuite le système à deux équations et deux 

inconnues  pour lequel on trouve 

 

    

 

 

 

2.2  Méthode d'élimination de Gauss

 
Une technique de choix pour ramener la résolution d'un système linéaire quelconque à celle 

d'un système triangulaire et la méthode d'élimination de Gauss. Celle

lieu à transformer, par des opérations simples sur les équations, ce système en un système 

équivalent, c'est-à-dire ayant la(ou les) même(s) solution(s), 

une matrice triangulaire supérieure

échelonnée). Cette étape de mise à zéro d'une partie

d'élimination et utilise de manière essentielle le fait qu'on ne

système linéaire en ajoutant à une équation donnée une com

des autres équations. Si A est inversible, la solution du système peut ensuite être obtenue par 

une méthode de remontée, mais le procédé d'élimination est en fait très général, la matrice 

pouvant être rectangulaire. 
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Appliquons une approche orientée colonne pour la résolution du système

= 3 et l'on considère ensuite le système à deux équations et deux 

our lequel on trouve  x2 = -1/5 

d'élimination de Gauss 

Une technique de choix pour ramener la résolution d'un système linéaire quelconque à celle 

système triangulaire et la méthode d'élimination de Gauss. Celle-ci consiste en premier 

par des opérations simples sur les équations, ce système en un système 

dire ayant la(ou les) même(s) solution(s), M Ax = M b, dans lequel 

matrice triangulaire supérieure (on dit encore que la matrice du système est sous 

échelonnée). Cette étape de mise à zéro d'une partie des coefficients de la matrice est qualifi

d'élimination et utilise de manière essentielle le fait qu'on ne modifie pas la solution d'un 

système linéaire en ajoutant à une équation donnée une com

est inversible, la solution du système peut ensuite être obtenue par 

de remontée, mais le procédé d'élimination est en fait très général, la matrice 

Appliquons une approche orientée colonne pour la résolution du système 

= 3 et l'on considère ensuite le système à deux équations et deux 

Une technique de choix pour ramener la résolution d'un système linéaire quelconque à celle 

ci consiste en premier 

par des opérations simples sur les équations, ce système en un système 

, dans lequel M A est 

dit encore que la matrice du système est sous forme 

des coefficients de la matrice est qualifiée 

e pas la solution d'un 

système linéaire en ajoutant à une équation donnée une combinaison linéaire 

est inversible, la solution du système peut ensuite être obtenue par 

de remontée, mais le procédé d'élimination est en fait très général, la matrice 



 

2.2.1 Élimination de Gauss sans échange

 

Commençons par décrire étape par étape la méthode dans sa forme de base, dite sans échange

en considérant le système linéaire, avec 

de plus que le terme a11 de la matrice 

x1 des lignes 2 à n du système en leur retranchant respectivement la première ligne multipliée 

par le coefficient ai1/a11 , = 2,……

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

le système A(k)x = b(n) est triangulaire supérieur. Les quantités

appelées pivots et l'on a supposé qu'elles étaient non nulles à chaque étape, les formules 

permettant de passer du kième système linéaire au 

 

 

 

 

Exemple d'application. Considérons la résolution par la méthode d'élimination de Gauss 

sans échange du système linéaire suivant

 

Ce système triangulaire, équivale
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auss sans échange 

Commençons par décrire étape par étape la méthode dans sa forme de base, dite sans échange

considérant le système linéaire, avec A étant une matrice inversible d'ordre 

de la matrice A est non nul. Nous pouvons alors éliminer l'inconnue 

système en leur retranchant respectivement la première ligne multipliée 

……,n. 

est triangulaire supérieur. Les quantités  �(��)
(�)

, k = 1

appelées pivots et l'on a supposé qu'elles étaient non nulles à chaque étape, les formules 

système linéaire au k + 1ième se résumant à 

. Considérons la résolution par la méthode d'élimination de Gauss 

sans échange du système linéaire suivant 

 

Ce système triangulaire, équivalent au système d'origine, est  enfin résolu par remontée :

Commençons par décrire étape par étape la méthode dans sa forme de base, dite sans échange, 

étant une matrice inversible d'ordre n. Supposons 

est non nul. Nous pouvons alors éliminer l'inconnue 

système en leur retranchant respectivement la première ligne multipliée 

= 1,……, n - 1 sont 

appelées pivots et l'on a supposé qu'elles étaient non nulles à chaque étape, les formules 

. Considérons la résolution par la méthode d'élimination de Gauss  

n résolu par remontée : 

0 



 

2.2.2 Élimination de Gauss avec échange

 

En considérant le cas d'une matrice 

modications à apporter à la méthode de Gauss sans échange pour mener l'élimination à son 

terme. Dans tout ce qui suit, les notations de la 

l'échange de lignes qui a éventuellement lieu avant chaque étape d'élimination, on parle

méthode d'élimination de Gauss avec échange.

Exemple d'application. Considérons la résolution du système linéaire 

Par application de la méthode d'élimination d

On pourra remarquer que si la matrice 

éléments	�(��)
(�)

 , k ≤ i ≤ n, seront nuls pour au moins une valeur de 

n'a dans ce cas pas besoin de réaliser

l'on passe simplement à l'étape suivante en

donc bien possible pour une matrice carrée non

 

2.2.5 Méthode d'élimination de Gauss_Jordan

 

La méthode d'élimination de Gauss

Gauss ramenant toute matrice sous forme échelonnée réduite. Dans le cas d'une matrice 

inversible, cette méthode revient à chercher une matrice 

pas triangulaire supérieure mais diagonale. Pour cela, on procède comme pour 

Gauss, mais en annulant à chaque

dessous et au dessus de la diagonale.

d'élimination de Gauss pour la résolution de systèmes

Gauss_Jordan est utile pour le calcul de l'inverse d'une matrice 
 

  Exemple.   Soit                                                     

 

 

10 

Gauss avec échange 

En considérant le cas d'une matrice A carrée inversible, nous allons maintenant décrire les 

à apporter à la méthode de Gauss sans échange pour mener l'élimination à son 

suit, les notations de la section 2.2.1 sont conservées.

l'échange de lignes qui a éventuellement lieu avant chaque étape d'élimination, on parle

méthode d'élimination de Gauss avec échange. 

. Considérons la résolution du système linéaire Ax = 

 

 

 

 

 

ar application de la méthode d'élimination de Gauss avec échange.On trouve 

 

  

 

 

 

On pourra remarquer que si la matrice A est non inversible, alors tous les 

seront nuls pour au moins une valeur de k entre 1 et 

n'a dans ce cas pas besoin de réaliser l'élimination de cette kième (puisque cela est déjà fait) et 

l'on passe simplement à l'étape suivante en posant A(k+1) = A(k) et b(k+1) = b(

donc bien possible pour une matrice carrée non inversible . 

2.2.5 Méthode d'élimination de Gauss_Jordan 

méthode d'élimination de Gauss-Jordan  est une variante de la méthode d'élimination de 

ramenant toute matrice sous forme échelonnée réduite. Dans le cas d'une matrice 

méthode revient à chercher une matrice M~ telle que la matrice 

mais diagonale. Pour cela, on procède comme pour 

Gauss, mais en annulant à chaque étape tous les éléments de la colonne considérée situés au 

dessous et au dessus de la diagonale. Si elle est bien moins efficace

d'élimination de Gauss pour la résolution de systèmes linéaires, la méthode d'élimination de 

Jordan est utile pour le calcul de l'inverse d'une matrice A carrée d'ordre 

                                                      

-7 

4 

0 

4/3 

carrée inversible, nous allons maintenant décrire les 

à apporter à la méthode de Gauss sans échange pour mener l'élimination à son 

section 2.2.1 sont conservées. En raison de 

l'échange de lignes qui a éventuellement lieu avant chaque étape d'élimination, on parle de 

= b, avec 

e Gauss avec échange.On trouve successivement 

est non inversible, alors tous les 

entre 1 et n. Si k ≠ n, on 

(puisque cela est déjà fait) et 
(k). L'élimination est 

Jordan  est une variante de la méthode d'élimination de 

ramenant toute matrice sous forme échelonnée réduite. Dans le cas d'une matrice A 

telle que la matrice M~ A  soit non 

mais diagonale. Pour cela, on procède comme pour l'élimination de 

étape tous les éléments de la colonne considérée situés au 

Si elle est bien moins efficace que la méthode 

méthode d'élimination de 

carrée d'ordre n. 



 

La matrice augmentée est  

 

 

et l'on trouve successivement  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3 Interprétation matricielle de l'élimination de Gauss : la factorisation LU

  

La  méthode de Gauss dans sa forme sans échange est équivalente

matrice A sous la forme d'un produit de deux matrices, 

triangulaire inférieure (lower triangular en anglais), qui est l'inverse de la matrice 

transformations successives appliquées à la matrice 

échange, et U une matrice triangulaire supérieure (upper tria

. 

 

Exemple d'application. Considérons la matrice

 

 

 

 

 

 

En appliquant de l'algorithme de factorisation, on arrive à
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2.3 Interprétation matricielle de l'élimination de Gauss : la factorisation LU

méthode de Gauss dans sa forme sans échange est équivalente à la décomposition de la 

sous la forme d'un produit de deux matrices, A = LU, avec 

triangulaire inférieure (lower triangular en anglais), qui est l'inverse de la matrice 

transformations successives appliquées à la matrice A lors de l'élimination de Gauss sans 

une matrice triangulaire supérieure (upper triangular en anglais), avec 

Considérons la matrice 

En appliquant de l'algorithme de factorisation, on arrive à 

 

2.3 Interprétation matricielle de l'élimination de Gauss : la factorisation LU 

à la décomposition de la 

, avec L une matrice 

triangulaire inférieure (lower triangular en anglais), qui est l'inverse de la matrice M des 

lors de l'élimination de Gauss sans 

ngular en anglais), avec U = A(n) 

  



 

Chapitre 3 

 
Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires

 
L'idée des méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires est de c

convergente ��(�)�
�∈�

de vecteurs 

 

 

Où x est la solution du système

itératives parmi les plus simples à mettre 

Gauss-Seidel et leurs variantes. Dans ces méthodes, qualifiées de méthodes itératives linéaires 

stationnaires du premier ordre, la suite 

arbitraire x(0), par une relation de récurrence de la forme

 

 

 

Où la matrice carrée B, appelée matrice d'itération de la méthode, et le vecteur 

la matrice A et du second membre 

 

3.1 Méthodes de Jacobi et de 

Observons que, si les coefficients

d'isoler la iième inconnue dans la 

système linéaire équivalent 

 

 

 

 

La méthode de Jacobi se base sur ces relations pour construire, à partir d'un vecteur initial 

donné, une suite ��(�)�
�∈�

 par récurrence

 

                                       

                                          

 

 

ce qui implique que M = D et 

où D est la matrice diagonale dont les coefficients sont les coeff

aij δij, E est la matrice triangulaire inférieure de coeff

F est la matrice triangulaire supérieure telle que 

n. On a ainsi  A = D - (E + F)  

  BJ = D-1(E + F): 
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Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires

itératives de résolution des systèmes linéaires est de construire une suite 

de vecteurs vérifiant. 

est la solution du système (Ax=b)  Dans ce chapitre, on va présenter des méthodes 

plus simples à mettre en œuvre, à savoir les méthodes de Jacobi, de 

Seidel et leurs variantes. Dans ces méthodes, qualifiées de méthodes itératives linéaires 

stationnaires du premier ordre, la suite ��(�)�
�∈�

 est obtenue, à partir d'un vecteur initial 

ar une relation de récurrence de la forme…………………………………

, appelée matrice d'itération de la méthode, et le vecteur 

et du second membre b du système à résoudre. 

3.1 Méthodes de Jacobi et de sur-relaxation 

icients diagonaux de la matrice A sont non nuls, il est possible 

inconnue dans la iième équation de (Ax=b) ,1 ≤ i ≤ n et l'on obtient alors le 

  

méthode de Jacobi se base sur ces relations pour construire, à partir d'un vecteur initial 

� par récurrence  (3.1) 

et N = E + F dans la décomposition A = M – N

diagonale dont les coefficients sont les coefficients diagonaux de 

est la matrice triangulaire inférieure de coefficients eij = -aij si i > j 

supérieure telle que fij = -aij si i < j et 0 autrement, avec 1 

 et  la matrice  d'itération  de  la méthode  est 

Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires 

onstruire une suite 

Dans ce chapitre, on va présenter des méthodes 

vre, à savoir les méthodes de Jacobi, de 

Seidel et leurs variantes. Dans ces méthodes, qualifiées de méthodes itératives linéaires 

est obtenue, à partir d'un vecteur initial 

………………………………… 

 

, appelée matrice d'itération de la méthode, et le vecteur c dépendent de 

sont non nuls, il est possible 

et l'on obtient alors le 

méthode de Jacobi se base sur ces relations pour construire, à partir d'un vecteur initial x(0) 

N , de la matrice A, 

diagonaux de A, dij = 

i > j et 0 autrement, et      

et 0 autrement, avec 1 ≤ i; j ≤ 

  donnée  par  



 

 

On note que la matrice diagonale 

très restrictive dans la mesure où l'ordre des équations et des inconnues peut être 

Une généralisation de la méthode de Jacobi est la méthode de sur

over-relaxation (JOR) en anglais), dans laquelle un paramètre de relaxation est introduit. Les 

relations de récurrence deviennent

 
 

 

 

 

Ce qui correspond à la matrice d'itération suivante

 

 

 

 

Cette méthode est consistante pour toute valeur de 

Jacobi pour � = 1. L'idée de relaxer la méthode repose sur le fait que, si l'

méthode se mesure par le rayon spectral de la matrice d'itération, 

une fonction continue de �, on peut trouver une valeur de 

est le plus petit possible et qui donne 

de Jacobi. Ce type de raisonnement s'applique 

 

L'étude des méthodes de relaxation pour un type de matrices donné consiste e

déterminer, s'ils existent, un intervalle 

Choisi dans I, la méthode converge, et un paramètre de relaxation optimal 

(dans le cas de la méthode de sur

  

 

 

 
3.2 Méthodes de Gauss-Seidel et de sur
 

Remarquons à présent que, lors du calcul du vecteur 

(3.1), les premières i - 1ièmes composantes de 

iième , 2 ≤ i ≤ n. La méthode de Gauss

vecteur x(k+1) déjà obtenues pour le calcul des suivantes. On a alors
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On note que la matrice diagonale D doit être inversible. Cette condition n'est

dans la mesure où l'ordre des équations et des inconnues peut être 

Une généralisation de la méthode de Jacobi est la méthode de sur-relaxation de Jacobi (Jacobi 

relaxation (JOR) en anglais), dans laquelle un paramètre de relaxation est introduit. Les 

récurrence deviennent 

qui correspond à la matrice d'itération suivante 

Cette méthode est consistante pour toute valeur de � non nulle et coïncide avec la méthode de 

= 1. L'idée de relaxer la méthode repose sur le fait que, si l'

par le rayon spectral de la matrice d'itération, alors, puisque 

on peut trouver une valeur de � pour laquelle ce rayon spectral 

et qui donne donc une méthode itérative plus efficace que la méthode 

type de raisonnement s'applique également à la méthode de Gauss

L'étude des méthodes de relaxation pour un type de matrices donné consiste e

s'ils existent, un intervalle I de R ne contenant pas l'origine tel que, pour tout

méthode converge, et un paramètre de relaxation optimal 

sur-relaxation) 

Seidel et de sur-relaxation successive. 

Remarquons à présent que, lors du calcul du vecteur x(k+1) par les formules de récurrence 

composantes de x(k+1) sont connues lors de la détermination de 

méthode de Gauss-Seidel utilise ce fait en se servant des composantes du 

pour le calcul des suivantes. On a alors 

doit être inversible. Cette condition n'est cependant pas 

dans la mesure où l'ordre des équations et des inconnues peut être modifié. 

ation de Jacobi (Jacobi 

relaxation (JOR) en anglais), dans laquelle un paramètre de relaxation est introduit. Les 

ncide avec la méthode de 

= 1. L'idée de relaxer la méthode repose sur le fait que, si l'efficacié de la 

alors, puisque ρ(BJ(�)) est 

pour laquelle ce rayon spectral 

cace que la méthode 

également à la méthode de Gauss-Seidel . 

L'étude des méthodes de relaxation pour un type de matrices donné consiste en général à 

de R ne contenant pas l'origine tel que, pour tout � 

méthode converge, et un paramètre de relaxation optimal �� ∈ I tel que 

par les formules de récurrence 

sont connues lors de la détermination de 

Seidel utilise ce fait en se servant des composantes du 



 

Ce qui revient à poser M = D 

d'itération associé                BGS

 

Pour que la méthode soit bien défi

cette condition n'est pas très restrictive en pratique

On peut également introduire dans cette méthode un

alors de méthode de sur-relaxation successive (successive over

définie par 

 

 

et dont la matrice d'itération est

 

 

 

 

Cette dernière méthode est consistante pour toute valeur de 

méthode de Gauss-Seidel pour 

si � < 1. Il s'avère que la valeur du paramètre optimal est, en géneral, plus grande que 1, d'où 

le nom de la méthode. 

 

Algorithme pour La méthode de Jacobi
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D - E et N = F dans la décomposition (A=M-

GS = (D - E)-1F . 

our que la méthode soit bien définie, il faut que la matrice D soit inversible, mais, là encore, 

condition n'est pas très restrictive en pratique.………………………………………….

On peut également introduire dans cette méthode un paramètre de relaxation

relaxation successive (successive over-relaxation (SOR

et dont la matrice d'itération est 

Cette dernière méthode est consistante pour toute valeur de � non nulle et coïncide avec la 

Seidel pour � = 1. Si  � > 1, on parle de sur-relaxation, de sous

la valeur du paramètre optimal est, en géneral, plus grande que 1, d'où 

La méthode de Jacobi 

-N), d'où la matrice 

soit inversible, mais, là encore, 

…………………………………………. 

paramètre de relaxation		�. On parle 

relaxation (SOR) en anglais), 

nulle et coïncide avec la 

relaxation, de sous-relaxation 

la valeur du paramètre optimal est, en géneral, plus grande que 1, d'où 



 

Exemple : méthode de Jacobi

 

 

 

Itération 1 

Itération 2 

 

Les itérations de Gauss Seidel
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Exemple : méthode de Jacobi 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les itérations de Gauss Seidel 

  



 

Exemple : méthode de Gauss

 

Itération 1 

Itération 2 

 

 

Les itérations de relaxation 

 

Pour � = 1 c’est Gauss Seidel 
Quand s’arrêter ? 
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Exemple : méthode de Gauss-Seidel 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

  



 

Chapitre 4 

 
Calcul de valeurs et de vecteurs propres
 

4.1 Valeurs et vecteurs propre

Les valeurs propres d'une matrice 

complexes, distinctes ou confondues, du polynôme caractéristique

 

 

 

associé à  A. Le spectre d'une matrice 

On rappelle  les propriétés suivantes :

 

 

 

 

Par conséquent, la matrice A 

Enfin, le rayon spectral d'une matrice 

 

 

 

det (AT-λIn) = det((A-λIn)
T) = 

 

À toute valeur propre λ d'une matrice 

 

 

 

 

et appelé vecteur propre de la matrice 

vectoriel constitué de la réunion de l'ensemble des vecteurs propres associés à une valeur 

propre λ et du vecteur nul est appelé sous

coïncide par définition avec Ker (

dernière multiplicité géométrique de

algébrique de λ, définie comme la multiplicité de

caractéristique. Une valeur propre ayant une multiplicité géométrique

inférieure à sa multiplicité algébrique est dite défective

 

4.2 Méthode de la puissance 

La méthode de la puissance fournit une très bonne approximation des valeurs propres 

extrémales d'une matrice et de vecteurs propres associés. Dans la suite, on note 

valeurs propres d'une matrice 

grand module. 
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Calcul de valeurs et de vecteurs propres 

Valeurs et vecteurs propres 

Les valeurs propres d'une matrice A d'ordre n sont les n racines λi , i = 1

distinctes ou confondues, du polynôme caractéristique. 

  

. Le spectre d'une matrice A, noté σ(A), est l'ensemble des valeurs propres de 

les propriétés suivantes : 

A est singulière si au moins une de ses valeurs propres est nulle.

n, le rayon spectral d'une matrice A est le nombre défini par  

 det (A-λIn)  d'où  σ(AT) = σ(A)……………………………….

d'une matrice A est associé au moins un vecteur non nul 

et appelé vecteur propre de la matrice A correspondant à la valeur propre 

constitué de la réunion de l'ensemble des vecteurs propres associés à une valeur 

nul est appelé sous-espace propre correspondant à la valeur propre 

Ker (A - λ In) et sa dimension est n - rg(A - λ I

dernière multiplicité géométrique de λ et elle ne peut jamais être supérieur

ie comme la multiplicité de λ en tant que racine du polynôme 

caractéristique. Une valeur propre ayant une multiplicité géométrique

inférieure à sa multiplicité algébrique est dite défective. 

 

La méthode de la puissance fournit une très bonne approximation des valeurs propres 

d'une matrice et de vecteurs propres associés. Dans la suite, on note 

matrice A d'ordre ayant ayant respectivement le plus petit et le plus 

= 1 ,….., n, réelles ou 

), est l'ensemble des valeurs propres de A. 

singulière si au moins une de ses valeurs propres est nulle. 

……………………………….. 

est associé au moins un vecteur non nul v tel que 

correspondant à la valeur propre λ. Le sous-espace 

constitué de la réunion de l'ensemble des vecteurs propres associés à une valeur 

espace propre correspondant à la valeur propre λ. Il 

λ In). On appelle cette 

et elle ne peut jamais être supérieure à la multiplicité 

en tant que racine du polynôme 

caractéristique. Une valeur propre ayant une multiplicité géométrique 

La méthode de la puissance fournit une très bonne approximation des valeurs propres 

d'une matrice et de vecteurs propres associés. Dans la suite, on note λ1 et λn les 

e plus petit et le plus 



 

4.2.1 Approximation de la valeur propre de plus grand module
 

    Soit A une matrice de Mn (C diagonalisable et soit 

 J=1,…. ,n, normalisés (c'est-à

que les valeurs propres de 

 

 

 

 

et supposons que λn soit de multiplicité algébrique égale à 1 et que la dernière des inégalités 

ci-dessus est stricte. Sous ces hypothèses, 

Étant donné un vecteur initial arbitraire 

méthode itérative suivante 

 

 

 

 

 

 

 

 

appelée méthode de la puissance.

Analysons ses propriétés de convergence. Par récurrence sur 

 

 

 

 

 

 

Cette relation rend explicite le rôle joué par les puissance de la matrice 

dernière diagonalisable, il existe une base de vecteurs propres de

décomposer le vecteur q(0) : 

 

 

 

Comme A vi = λivi , on a 

 

 

 

 

Puisque �
�	�

�	�
� 	˂1 la composante le long de 

quand k augmente en module, tandis que les composantes suivant les 

diminuent. On obtient alors, en utilisant les deux dernières relations,
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4.2.1 Approximation de la valeur propre de plus grand module 

(C diagonalisable et soit  V  une matrice des  vecteurs 

à-dire de normes euclidiennes égales à 1) associés. On suppose 

de A sont ordonnées de la manière suivante

soit de multiplicité algébrique égale à 1 et que la dernière des inégalités 

est stricte. Sous ces hypothèses, λn est appelée valeur propre dominante de 

Étant donné un vecteur initial arbitraire q(0) de Cn normalisé, on considère pour 

appelée méthode de la puissance. 

Analysons ses propriétés de convergence. Par récurrence sur k, on peut vérif

Cette relation rend explicite le rôle joué par les puissance de la matrice A. Ayant supposé cette 

dernière diagonalisable, il existe une base de vecteurs propres de A dans laquelle on peut 

  

la composante le long de v1 du vecteur Aq(0)(et donc celle de 

augmente en module, tandis que les composantes suivant les 

alors, en utilisant les deux dernières relations, 

vecteurs  propres . vj, 

euclidiennes égales à 1) associés. On suppose 

sont ordonnées de la manière suivante…………………. 

soit de multiplicité algébrique égale à 1 et que la dernière des inégalités 

est appelée valeur propre dominante de A. 

normalisé, on considère pour k = 1; 2….. la 

, on peut vérifier que 

. Ayant supposé cette 

dans laquelle on peut 

(et donc celle de q(k) ) augmente 

augmente en module, tandis que les composantes suivant les autres directions 



 

 

 

 

 

où y(k) désigne un vecteur tendant vers 0 quand 

donc avec un vecteur propre associé à la valeur propre dominante quand 

On a de plus l'estimation d'erreur suivante à l'étape 

 

Théorème :Soit A une matrice diagonalisable d'ordre 

 

 

 

 

En supposant αn ≠ 0 dans ..., il existe une constante 

 

 

 

                                                   

 

 

 

 

Exemple :    On considère la matrice sym

 

 

 

 

On considère la méthode  de la puissance itérée suivante afin de calculer la valeur 

propre λ1 de plus grande valeur absolue de 

 

 

 
 

On calcule q(k) ∈ R2  et 

 

 

 

 

 

 

(1)  Calculer les valeurs propres 

valeur absolue ainsi que la base ortho

u(2). 
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désigne un vecteur tendant vers 0 quand k tend vers l'infini. Le vecteur 

vecteur propre associé à la valeur propre dominante quand 

d'erreur suivante à l'étape k. 

une matrice diagonalisable d'ordre n dont les valeurs propres satisfont

0 dans ..., il existe une constante C > 0 telle que 

                                                   Ou  

 

la matrice symétrique réelle A suivante 

On considère la méthode  de la puissance itérée suivante afin de calculer la valeur 

de plus grande valeur absolue de A : étant donné 

  ν(k) ∈ R pour tous k ∈ N, tels que : 

Calculer les valeurs propres λ1 et λ2 de A en les ordonnant par ordre décro

absolue ainsi que la base orthonormale de vecteurs propres associ

ni. Le vecteur q(k) s'aligne 

vecteur propre associé à la valeur propre dominante quand k tend vers l'infini. 

dont les valeurs propres satisfont 

On considère la méthode  de la puissance itérée suivante afin de calculer la valeur 

en les ordonnant par ordre décroissant en 

de vecteurs propres associés notés u(1); 



 

 

(2)    Calculer α1 et α2 

         en déduire l’expression de 

  

(3)    Montrer par récurrence que

 

(4)   Déduire  des questions  1 

       calculer les limites de q(k) 

 

[1]  Guillaume  Legendre . Introduction 

     (Cours  2009/2010 )  université paris .
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 tels que                q(0) = 

éduire l’expression de Ak   q(0)   en fonction de   u(1) , u(2)  et  λ1 ,  λ

écurrence que   �(�) =
���(�)

����(�)�
�

 pour tous k ≥ 1. 

 et 2  l’expression de q(k) en fonction de u(1) , 

 et de ν(k) lorsque k tend vers l’infini 

Introduction  à  l'analyse  numérique  et  au  calcul  scientifi

)  université paris . 

= α1u
(1) + α2u

(2) ; 

λ2 . 

, u(2) et λ1, λ2, puis     

calcul  scientifique 




