CORRIGE DE L'EPRELIVE SEMESTRIELLE Jeudi 23/06/2016

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
CORRIGE DE L’EPREUVE SEMESTRIELLE

MODULE : MECANIQUE QUANTIQUE.

EXERCICE 01: (10 points) v
Vix)=0 pour x € [—a,0]
V(ix) =V, pour x € [0, +a] @,(x) @, (x) o
V(x) = 4+ ailleur §_ k4
1. Equation de Schrddinger indépendante du temps. Il l
h? ® V, 8
—2—8p() + V(®).0() = F.0(x) S 0 <
En remplagant
h? d?pq(x)
Z 1: - _F
one 7 dx2 @1(x)
h? d?@,(x)
\Zone 2 : —%d—; + Vo 92(x) = E. (%) —a 0 +a "
Zone 1 Zone 2
Dont les solutions sont
@,(x) = A;.etf1* 4+ B, etaX
. ) avec |k =+/2m.E/R%2| ; |k, =+ 2m.(E —V,)/h?
{(pz(x) — Az.elkz" + Bz.e_‘kzx 1 / 2 \/ ( O)/

2. Détermination des constantes
Continuité de la fonction d’'onde en x = —a (sa dérivée premiére n’est pas continue car V — +o0).

et |B, = —A;.e"2]

p(x=—a)=0 = Aj.efayp ehia=y

Continuité de la fonction d’'ondeen x =0

= A, +B =4,+B, Ay + By = Ay (1 — e 2kaa)

P1(x =0) = ,(x = 0) et
Continuité de la dérivée premiere de la fonction d’'ondeen x = 0
@1(x) = iky(A;. eF1* — By e~ ta¥)

fx=0)=¢,(x=0 avec . )
o1 ) = 3 ) {(Pé(x) = ik, (A,. e™*2* — B,. e7th2¥)

Donc
k .
iky(A; — By) = ik,(A, — B,) et A, —B, = k—lAl. (1 +e72kaa) . (2)
2

ki . k .
"~ eikia 4 "~ e—zkla)

En faisant la somme (1) + (2)
kqy . kq . . . .
ZA — A (1 + - —21k1a + —Zlkla) - A —lkla.( lkla _ —lkla +
5 1 _kz e _kz e 1€ e e X X

Ce qui donne

) k
Ay = Aje kg, {i. sin(k;a) + k—lcos(kla)}
2

En faisant la différence (1) — (2)
—2ikia __ ﬁe—Zik1a> — Ale—ikla (eikla _ e—ikla _ Eeikla _ Ee—ik1a>
' k 2

2B, = A (1 ey
2 1- k2 e kz

Ce qui donne
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ky

B, = Ale‘ikla.{i.sin(kla) o
2

cos(k, a)}

3. Condition de quantification.
Continuité de la fonction d’onde en x = +a (sa dérivée premiére n’est pas continue car V — +o0).

(pz(x = +a) =0 = Az_eikza + Bz.e_ikza =0
Enremplagant 4, et B,.

) ) k . . k
Ajetaa, e”‘za.{i.sin(kla) + —1cos(k1a)} = —Ale‘”‘la.e‘lkza.{i.sin(kla) — —1cos(k1a)}

k k
Donc
; o k4 i o k4
e‘kza.{L. sin(k,a) + k—cos(kla)} =—e ‘kza.{L. sin(k,a) — k—cos(kla)}
2 2
) ) k , ,
i.sin(k,a).(e2® + e~th2®) = —k—lcos(kla) (k2 — g~ikea)
2
Et
. kq .
sin(k,a).cos(k,a) = —k—cos(kla).sm(kza)
2
Avec

ky =2m.E/h2| ; |k, =+2m.(E —V,)/h?

4. Pour Vg, =0,nousavons: ki =k, =k =2m.E/h?
La condition de quantification devient

sin(ka) .cos(ka) = — cos(ka) .sin(ka) = 2sin(ka).cos(ka) = sin(2ka) = 0

D’ou
T h2k? h2m? ) i
2ka = nm = k=n£ et = - =mn avec n€N
5. Pour V, =0, nousavons: ki =k, =k =.2m.E/h?
Bl == _Al.e_Zika

A, = Aje @ {i sin(ka) + cos(ka)} = Aje~ e etka =
B, = Aje~*a {i sin(ka) — cos(ka)} = —A,e"ka e~tka

Donc finalement
P(x) = @1(x) = @, (x) = Ayt — Aje~2kagikx
Ou
P(x) = p1(x) = @y (x) = Aje~ka(ek(+a) — g=ik(+@)) = p(x) = 2i.Ae *% sin(k(x + a))

Mais puisque 2ka = nm

e~tka = o=Inm/2 = co5(nm/2) — i.sin(nm/2) = —i(—1)"
Ce qui donne

@(x) = (—1)".24,.sin <n%(x + a))
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6. Condition de normalisation

[ weora=[ owew.a=1
Donc ¢

+a
4A%f sin?(k(x + a)).dx =1
—-a

e sin(2k(x + a e
242 f 1+ cos(2k(x + a)) dx = 243 [x + %} -1
—a .
En remplacant et en utilisant que 2ka = nm

sin(4ka) — sin(0)
2k

242 <2a + ) =4a.A2 =1

Donc

Ay = L et px) = (_1)n.sin <n%(x + a))
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EXERCICE 02 : (10 points)

2

1 _mwx
V(x) = Ema)zx2 ; Y(x) = A.x.e” 2k
1. Normalisation:
+oo +oo0 +00 mwx?
f [ (x)|?dx =f P*x)YHx)dx=1 = Azf x?.e R dx=1
En utilisant
+ oo

mwx?

R dx =+ mh3/4m3w3

+ oo
a2 _
f x2e % dx =\m/2a%/? avec a=mw/h ona f x%.e
— 00

— 0o

D’ou

1
4m3w3\* 4m3w3\*  _mox?
A=|——F5— et |Yx)= — ) xe 2h

2. Equation de Schrédinger :

h? d*(x)
o V() = B (o)
Comme
dzl/)(x) d _mwx? mowx _mwx* d mw _mwx?
— | A 2R — A. 2h | = A— —x2 2R
dxZ der A.x P Adx{(l hx)e }
d?P(x) mw _mwx?  mux mo ,\ _mwx’ mw mfe®
dx2 =A (—ZTX)B 2h — P (1—TX )e 2h = —3T+ Py X I!J(X)

En remplagant

h2< mw mlw?

——+ 0 >1p(x)+( mw?x )1/)(x)=E-l/)(x)

2m

Puisque Y (x) # 0 on peut ecrire

(3h . 22)+(1 22)—15 d E=2h
2 w zmwx zma)x = onc —2 w

3. Valeurs moyennes (X) et (P)

(X) =f w*(x).le(x).dx=f Y (x). xp(x). dx

Donc
oo mwx?
(X) = AZJ x3.e7 h dx d'ou X)=0
(Nous avons utilisé fj;o x@tDe-ax’gy = 0 (n € N))

dl/)(x)

h
<mj'W@MMM—f¢()

Donc

hrt® _mwx? mow _mwx?
(P)=A2?f x.e 2k (1——x2)e 2h dx
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Donc

h + 0o _mwxz mow + 0o _mwxz
(P)=A2?{f x.e R dx—Tf x3.e R dx}

En utilisant aussi f_t: x@n+De-ax®gy =0 (n € N), nousavons: [(P)=0

4. Valeurs moyennes (X2) et (V)

+o00 +o00

(X% =1 P ).X*PC).dx = | P (x).x*P(x).dx

Donc
+00 mwxz
(X?) = Azf x*e TR dx
En utilisant
rs 3V oo 2 3Wm/ h 2
T _mwx T 2
f xte—ax?dy = PR avec a=mw/h ona f x?.e " h dx= T(%)
a —o0o
En replagant on trouve :
1 5
A4m3w3\23vVm/ h \2 3 h
oy = (I RGE Ly S
wh3 4 \nmw 2 mw

Valeur moyenne de I'énergie potentielle

1 1 3
V(X) = EmeX2 > V)= Emwz(Xz) = Zhw

5. Valeurs moyennes (T) et (P?)

En écrivant I'opérateur Hamiltonien

n? d?
H:T'l'V:—ﬁm‘l'V(X)
Donc
(H) =(T) + (V)
Or

(H) =f 1,[)*(x).H1,b(x).dx=f Y (x). EY(x).dx =Ef Y (x). P(x).dx

Puisque la fonction d’onde est normée

(H)=E=;ha) et (T)=(H)—(V)=%ha)

Comme

h2 d? P2 1 3
= —_—_—— = — 2 2 = —
T T IR = 7 = (T Zm(P ) et |(P%) zmhw

6. Ecarts quadratiques moyens

AX = /(X?) — (X)? = |AX =/(X?) = /3n/2mw
AP = \/(P2) — (P)2 = |AP =/(P?2) = \/3hmw/2

On trouve alors : |AX. AP = 3h/2|
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