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FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES 

CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE SEMESTRIELLE 
MODULE : MÉCANIQUE QUANTIQUE. 

 
EXERCICE 01: (10 points) 

ቐ
(ݔ)ܸ = 0             pour        ݔ ∈ [−ܽ, 0]
(ݔ)ܸ = ଴ܸ          pour         ݔ ∈ [0, +ܽ]
(ݔ)ܸ = +∞              ailleur                     

� 

1. Equation de Schrödinger indépendante du temps. 

−
ℏଶ

2݉
(ݔ)߮∆ + .(ݔ)ܸ (ݔ)߮ = .ܧ  (ݔ)߮

En remplaçant 

⎩
⎨

1 ݁݊݋ܼ⎧ ∶         −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଵ(ݔ)

ଶݔ݀ = .ܧ ߮ଵ(ݔ)                      

2 ݁݊݋ܼ ∶        −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଶ(ݔ)

ଶݔ݀ + ଴ܸ. ߮ଶ(ݔ) = .ܧ ߮ଶ(ݔ)

�  

Dont les solutions sont 

ቊ߮ଵ(ݔ) = .ଵܣ ݁௜௞భ௫ + .ଵܤ ݁ି௜௞భ௫

߮ଶ(ݔ) = .ଶܣ ݁௜௞మ௫ + .ଶܤ ݁ି௜௞మ௫
�        avec      ݇ଵ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄     ;      ݇ଶ = ඥ2݉. ܧ) − ଴ܸ) ℏଶ⁄  

 
2. Détermination des constantes 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = −ܽ  (sa dérivée première n’est pas continue car ܸ → +∞). 

߮ଵ(ݔ = −ܽ) = 0     ⇒ .ଵܣ       ݁ି௜௞భ௔ + .ଵܤ ݁௜௞భ௔ = 0       et      ܤଵ = .ଵܣ− ݁ିଶ௜௞భ௔  

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = 0 

߮ଵ(ݔ = 0) = ߮ଶ(ݔ = 0)       ⇒ ଵܣ      + ଵܤ = ଶܣ + ଶܣ      ଶ      etܤ + ଶܤ = .ଵܣ ൫1 − ݁ିଶ௜௞భ௔൯ … … (1) 

Continuité de la dérivée première de la fonction d’onde en  ݔ = 0 

߮ଵ
ᇱ ݔ) = 0) = ߮ଶ

ᇱ ݔ) = 0)      avec     ቊ
߮ଵ

ᇱ (ݔ) = ݅݇ଵ൫ܣଵ. ݁௜௞భ௫ − .ଵܤ ݁ି௜௞భ௫൯
߮ଶ

ᇱ (ݔ) = ݅݇ଶ൫ܣଶ. ݁௜௞మ௫ − .ଶܤ ݁ି௜௞మ௫൯
�   

Donc  

݅݇ଵ(ܣଵ − (ଵܤ = ݅݇ଶ(ܣଶ − ଶܣ      ଶ)      etܤ − ଶܤ =
݇ଵ

݇ଶ
.ଵܣ ൫1 + ݁ିଶ௜௞భ௔൯ … … (2) 

En faisant la somme  (1) + (2) 

ଶܣ2 = .ଵܣ ൬1 +
݇ଵ

݇ଶ
− ݁ିଶ௜௞భ௔ +

݇ଵ

݇ଶ
݁ିଶ௜௞భ௔൰ = .ଵ݁ି௜௞భ௔ܣ ൬݁௜௞భ௔ − ݁ି௜௞భ௔ +

݇ଵ

݇ଶ
݁௜௞భ௔ +

݇ଵ

݇ଶ
݁ି௜௞భ௔൰ 

Ce qui donne 

ଶܣ = .ଵ݁ି௜௞భ௔ܣ ൜݅. sin(݇ଵܽ) +
݇ଵ

݇ଶ
cos(݇ଵܽ)ൠ  

En faisant la différence  (1) − (2) 

ଶܤ2 = .ଵܣ ൬1 −
݇ଵ

݇ଶ
− ݁ିଶ௜௞భ௔ −

݇ଵ

݇ଶ
݁ିଶ௜௞భ௔൰ = .ଵ݁ି௜௞భ௔ܣ ൬݁௜௞భ௔ − ݁ି௜௞భ௔ −

݇ଵ

݇ଶ
݁௜௞భ௔ −

݇ଵ

݇ଶ
݁ି௜௞భ௔൰ 

Ce qui donne 

଴ܸ 

ܸ 

−ܽ 0 +ܽ x 

ܸ(
(ݔ

=
+

∞
 

ܸ(
(ݔ

=
+

∞
 

 2 ݁݊݋ܼ 1 ݁݊݋ܼ

 

߮ଵ(ݔ) ߮ଶ(ݔ) 
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ଶܤ = .ଵ݁ି௜௞భ௔ܣ ൜݅. sin(݇ଵܽ) −
݇ଵ

݇ଶ
cos(݇ଵܽ)ൠ  

3. Condition de quantification. 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = +ܽ  (sa dérivée première n’est pas continue car ܸ → +∞). 

߮ଶ(ݔ = +ܽ) = 0     ⇒ .ଶܣ       ݁௜௞మ௔ + .ଶܤ ݁ି௜௞మ௔ = 0 
En remplaçant ܣଶ   et  ܤଶ. 

.ଵ݁ି௜௞భ௔ܣ ݁௜௞మ௔. ൜݅. sin(݇ଵܽ) +
݇ଵ

݇ଶ
cos(݇ଵܽ)ൠ = .ଵ݁ି௜௞భ௔ܣ− ݁ି௜௞మ௔. ൜݅. sin(݇ଵܽ) −

݇ଵ

݇ଶ
cos(݇ଵܽ)ൠ 

Donc 

݁௜௞మ௔. ൜݅. sin(݇ଵܽ) +
݇ଵ

݇ଶ
cos(݇ଵܽ)ൠ = −݁ି௜௞మ௔. ൜݅. sin(݇ଵܽ) −

݇ଵ

݇ଶ
cos(݇ଵܽ)ൠ 

݅. sin(݇ଵܽ) . ൫݁௜௞మ௔ + ݁ି௜௞మ௔൯ = −
݇ଵ

݇ଶ
cos(݇ଵܽ) . ൫݁௜௞మ௔ − ݁ି௜௞మ௔൯ 

Et  

sin(݇ଵܽ) . cos(݇ଶܽ) = −
݇ଵ

݇ଶ
cos(݇ଵܽ) . sin(݇ଶܽ)  

Avec 

݇ଵ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄     ;      ݇ଶ = ඥ2݉. ܧ) − ଴ܸ) ℏଶ⁄  
 

4. Pour    ࢂ૙ = ૙, nous avons :                 ݇ଵ = ݇ଶ = ݇ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄  

La condition de quantification devient 

sin(݇ܽ) . cos(݇ܽ) = − cos(݇ܽ) . sin(݇ܽ)        ⇒     2 sin(݇ܽ) . cos(݇ܽ) = sin(2݇ܽ) = 0  
D’où 

2݇ܽ = ⇒      ߨ݊          ݇ = ݊
ߨ

2ܽ
       et      ܧ =

ℏଶ݇ଶ

2݉
=

ℏଶߨଶ

8݉. ܽଶ ݊ଶ           avec     ݊ ∈ ℕ∗ 

 

5. Pour    ࢂ૙ = ૙, nous avons :              ݇ଵ = ݇ଶ = ݇ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄  

ଵܤ = .ଵܣ− ݁ିଶ௜௞௔  

ଶܣ = .ଵ݁ି௜௞௔ܣ {݅. sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)} = .ଵ݁ି௜௞௔ܣ ݁௜௞௔       ⇒ ଶܣ       = ଵܣ  

ଶܤ = .ଵ݁ି௜௞௔ܣ {݅. sin(݇ܽ) − cos(݇ܽ)} = .ଵ݁ି௜௞௔ܣ− ݁ି௜௞௔       ⇒ ଶܤ       = ଵܤ  
Donc finalement 

(ݔ)߮ = ߮ଵ(ݔ) = ߮ଶ(ݔ) = ଵ݁௜௞௫ܣ − ଵ݁ିଶ௜௞௔݁ି௜௞௫ܣ  
Ou 
(ݔ)߮ = ߮ଵ(ݔ) = ߮ଶ(ݔ) = ଵ݁ି௜௞௔൫݁௜௞(௫ା௔)ܣ − ݁ି௜௞(௫ା௔)൯     ⇒ (ݔ)߮      = 2݅. .ଵ݁ି௜௞௔ܣ sin൫݇(ݔ + ܽ)൯  

Mais puisque  2݇ܽ =  ߨ݊

݁ି௜௞௔ = ݁ି௜௡గ ଶ⁄ = cos(݊ߨ 2⁄ ) − ݅. sin(݊ߨ 2⁄ ) = −݅(−1)௡ 
Ce qui donne 

(ݔ)߮ = (−1)௡. .ଵܣ2 sin ቆ݊
ߨ

2ܽ
ݔ) + ܽ)ቇ  
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6. Condition de normalisation 

න ,ݔ)߰| ݔଶ݀|(ݐ
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߮ .(ݔ)߮ ݔ݀

ା௔

ି௔
= 1 

Donc 

ଵܣ4
ଶ න sinଶ൫݇(ݔ + ܽ)൯ . ݔ݀

ା௔

ି௔
= 1 

ଵܣ2
ଶ න 1 + cos൫2݇(ݔ + ܽ)൯ . ݔ݀

ା௔

ି௔
= ଵܣ2

ଶ ቈݔ +
sin൫2݇(ݔ + ܽ)൯

2݇
቉

ି௔

ା௔

= 1 

En remplaçant et en utilisant que  2݇ܽ =  ߨ݊

ଵܣ2
ଶ ቆ2ܽ +

sin(4݇ܽ) − sin(0)
2݇

ቇ = 4ܽ. ଵܣ
ଶ = 1 

Donc 

ଵܣ =
1

2√ܽ
                et               ߮(ݔ) =

(−1)௡

√ܽ
. sin ቆ݊

ߨ
2ܽ

ݔ) + ܽ)ቇ  
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EXERCICE 02 : (10 points) 

(ݔ)ܸ =
1
2

݉߱ଶݔଶ        ; (ݔ)߰         = .ܣ .ݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ   
 

1. Normalisation :  

න ݔଶ݀|(ݔ)߰|
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= 1      ⇒ ଶܣ        න .ଶݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= 1 

En utilisant  

න ݔଶ݁ି௔.௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ

= ߨ√ 2ܽଷ ଶ⁄⁄        avec       ܽ = ݉߱ ℏ⁄          on a      න .ଶݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= ඥߨℏଷ 4݉ଷ߱ଷ⁄  

D’où 

ܣ = ቆ
4݉ଷ߱ଷ

ℏଷߨ ቇ

ଵ
ସ

         et       ߰(ݔ) = ቆ
4݉ଷ߱ଷ

ℏଷߨ ቇ

ଵ
ସ

.ݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ  

 
2. Equation de Schrödinger : 

−
ℏଶ

2݉
݀ଶ߰(ݔ)

ଶݔ݀ + (ݔ)߰(ݔ)ܸ = .ܧ  (ݔ)߰

Comme 
݀ଶ߰(ݔ)

ଶݔ݀ =
݀

ݔ݀
ቆܣ. ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ − .ܣ ݔ
ݔ߱݉

ℏ
݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ ቇ = ܣ
݀

ݔ݀
ቊቀ1 −

݉߱
ℏ

ଶቁݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ ቋ 

݀ଶ߰(ݔ)
ଶݔ݀ = ܣ ቊቀ−2

݉߱
ℏ

ቁݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ −
ݔ߱݉

ℏ
ቀ1 −

݉߱
ℏ

ଶቁݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ ቋ = ቆ−3
݉߱

ℏ
+

݉ଶ߱ଶ

ℏଶ ଶቇݔ  (ݔ)߰

En remplaçant  

−
ℏଶ

2݉
ቆ−3

݉߱
ℏ

+
݉ଶ߱ଶ

ℏଶ ଶቇݔ (ݔ)߰ + ൬
1
2

݉߱ଶݔଶ൰ (ݔ)߰ = .ܧ  (ݔ)߰

Puisque ߰(ݔ) ≠ 0 on peut ecrire 

൬
3
2

ℏ߱ −
1
2

݉߱ଶݔଶ൰ + ൬
1
2

݉߱ଶݔଶ൰ = ܧ      donc         ܧ =
3
2

ℏ߱  

 
3. Valeurs moyennes   〈ࢄ〉  et   〈ࡼ〉 

〈ܺ〉 = න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ܺ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ݔ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺ〉 = ଶܣ න .ଷݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
                 dʹoù             〈ܺ〉 = 0  

(Nous avons utilisé    ∫ ାஶݔ௔.௫మ݀ି݁(ଶ௡ାଵ)ݔ
ିஶ = 0      (݊ ∈ ℕ)) 

 

〈ܲ〉 = න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ܲ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰

ℏ
݅

(ݔ)߰݀
ݔ݀

. ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܲ〉 = ଶܣ ℏ
݅

න .ݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ ቀ1 −
݉߱

ℏ
ଶቁݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
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Donc 

〈ܲ〉 = ଶܣ ℏ
݅

ቊන .ݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
−

݉߱
ℏ

න .ଷݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
ቋ 

En utilisant aussi    ∫ ାஶݔ௔.௫మ݀ି݁(ଶ௡ାଵ)ݔ
ିஶ = 0      (݊ ∈ ℕ), nous avons :      〈ܲ〉 = 0  

 
4. Valeurs moyennes   〈ࢄ૛〉  et 〈ࢂ〉 
 

〈ܺଶ〉 = න .(ݔ)∗߰ ܺଶ߰(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)ଶ߰ݔ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺଶ〉 = ଶܣ න .ସݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

En utilisant  

න ݔସ݁ି௔.௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ

=
ߨ√3

4ܽହ ଶ⁄        avec      ܽ = ݉߱ ℏ⁄          on a      න .ଶݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
=

ߨ√3
4

൬
ℏ

݉߱
൰

ହ
ଶ

 

En replaçant on trouve : 

〈ܺଶ〉 = ቆ
4݉ଷ߱ଷ

ℏଷߨ ቇ

ଵ
ଶ ߨ√3

4
൬

ℏ
݉߱

൰
ହ
ଶ

           ⇒            〈ܺଶ〉 =
3
2

ℏ
݉߱

 

 
Valeur moyenne de l’énergie potentielle 

ܸ(ܺ) =
1
2

݉߱ଶܺଶ         ⇒      〈ܸ〉 =
1
2

݉߱ଶ〈ܺଶ〉 =
3
4

ℏ߱  

 
5. Valeurs moyennes   〈ࢀ〉  et   〈ࡼ૛〉 
 
En écrivant l’opérateur Hamiltonien 

ܪ = ܶ + ܸ = −
ℏଶ

2݉
݀ଶ

ଶݔ݀ +  (ݔ)ܸ

Donc 
〈ܪ〉 = 〈ܶ〉 + 〈ܸ〉 

Or  

〈ܪ〉 = න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ܪ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ܧ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= ܧ න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Puisque la fonction d’onde est normée 

〈ܪ〉 = ܧ =
3
2

ℏ߱       et         〈ܶ〉 = 〈ܪ〉 − 〈ܸ〉 =
3
4

ℏ߱  

Comme 

ܶ = −
ℏଶ

2݉
݀ଶ

ଶݔ݀ =
ܲଶ

2݉
          ⇒       〈ܶ〉 =

1
2݉

〈ܲଶ〉        et     〈ܲଶ〉 =
3
2

݉ℏ߱  

 
6. Ecarts quadratiques moyens 

∆ܺ = ඥ〈ܺଶ〉 − 〈ܺ〉ଶ             ⇒        ∆ܺ = ඥ〈ܺଶ〉 = ඥ3ℏ 2݉߱⁄    

∆ܲ = ඥ〈ܲଶ〉 − 〈ܲ〉ଶ             ⇒        ∆ܲ = ඥ〈ܲଶ〉 = ඥ3ℏ݉߱ 2⁄  

On trouve alors :                                               ∆ܺ. ∆ܲ = 3ℏ 2⁄  


