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FACULTÉ DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE 

CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE SEMESTRIELLE 
MODULE : MÉCANIQUE QUANTIQUE. 

 
EXERCICE 01: (10 points) 

൜ܸ(ݔ) = ଴ܸ        ݔ ∈ [− ܽ 2⁄ , + ܽ 2⁄ ]
(ݔ)ܸ = 0        ailleur

� 

1. Equation de Schrödinger indépendante du temps. 

−
ℏଶ

2݉
(ݔ)߮∆ + .(ݔ)ܸ (ݔ)߮ = .ܧ  (ݔ)߮

En remplaçant 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
1 ݁݊݋ܼ⎧ ∶         −

ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଵ(ݔ)

ଶݔ݀ = .ܧ ߮ଵ(ݔ)                      

2 ݁݊݋ܼ ∶        −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଶ(ݔ)

ଶݔ݀ + ଴ܸ. ߮ଶ(ݔ) = .ܧ ߮ଶ(ݔ)

3 ݁݊݋ܼ ∶         −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଷ(ݔ)

ଶݔ݀ = .ܧ ߮ଷ(ݔ)                    

�  

Dont les solutions sont pour ܧ < ଴ܸ : 

ቐ
߮ଵ(ݔ) = .ଵܣ ݁ା௜௞௫ + .ଵܤ ݁ି௜௞௫

߮ଶ(ݔ) = .ଶܣ ݁ାఘ௫ + .ଶܤ ݁ିఘ௫

߮ଷ(ݔ) = .ଷܣ ݁ା௜௞௫ + .ଷܤ ݁ି௜௞௫

�        avec      ݇ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄     ; ߩ      = ඥ2݉. ( ଴ܸ − (ܧ ℏଶ⁄  

Dans le cas d’une  particule provenant de  ݔ = .ଷܤ : ∞− ݁ି௜௞௫ est une onde plane que provient de 
ݔ = +∞, elle n’as donc pas de sens physique, nous poserons alors   ܤଷ = 0  
 
Détermination des constantes 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = − ܽ 2⁄ . 

߮ଵ(ݔ = − ܽ 2⁄ ) = ߮ଶ(ݔ = − ܽ 2⁄ )      ⇒ .ଵܣ       ݁ି௜௞௔
ଶ + .ଵܤ ݁௜௞௔

ଶ = .ଶܣ ݁ିఘ௔
ଶ + .ଶܤ ݁ାఘ௔

ଶ    … … (1)  

Continuité de la dérivée première de la fonction d’onde en  ݔ = − ܽ 2⁄ . 

߮ଵ
ᇱ ݔ) = − ܽ 2⁄ ) = ߮ଶ

ᇱ ݔ) = − ܽ 2⁄ )      avec     ቊ
߮ଵ

ᇱ (ݔ) = ݅݇൫ܣଵ. ݁ା௜௞௫ − .ଵܤ ݁ି௜௞௫൯
߮ଶ

ᇱ (ݔ) = .ଶܣ)ߩ ݁ାఘ௫ − .ଶܤ ݁ିఘ௫)
�   

Donc  

.ଵܣ ݁ି௜௞௔
ଶ − .ଵܤ ݁௜௞௔

ଶ =
ߩ
݅݇

ቀܣଶ. ݁ିఘ௔
ଶ − .ଶܤ ݁ାఘ௔

ଶ ቁ  … … (2) 

 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = + ܽ 2⁄ . 

߮ଶ(ݔ = + ܽ 2⁄ ) = ߮ଷ(ݔ = + ܽ 2⁄ )          ⇒ .ଶܣ         ݁ାఘ௔
ଶ + .ଶܤ ݁ିఘ௔

ଶ = .ଷܣ ݁ା௜௞௔
ଶ    … … (3)  

Continuité de la dérivée première de la fonction d’onde en  ݔ = + ܽ 2⁄ . 

߮ଶ
ᇱ ݔ) = + ܽ 2⁄ ) = ߮ଷ

ᇱ ݔ) = + ܽ 2⁄ )      avec     ቊ
߮ଶ

ᇱ (ݔ) = .ଶܣ)ߩ ݁ାఘ௫ − .ଶܤ ݁ିఘ௫)
߮ଷ

ᇱ (ݔ) = ݅݇. .ଷܣ ݁ା௜௞௫                     
�   

Donc  

.ଶܣ ݁ାఘ௔
ଶ − .ଶܤ ݁ିఘ௔

ଶ =
݅݇
ߩ

.ଷܣ ݁ା௜௞௔
ଶ   … … (4) 

଴ܸ 

ܸ 

0 − ܽ 2⁄  + ܽ 2⁄  x 

 2 ݁݊݋ܼ 1 ݁݊݋ܼ

Figure 1. 
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En faisant la somme  (3) + (4) 

.ଶܣ2 ݁ାఘ௔
ଶ = ൬1 +

݅݇
ߩ

൰ .ଷܣ ݁ା௜௞௔
ଶ                ⇒ ଶܣ             =

1
2

൬1 +
݅݇
ߩ

൰ .ଷܣ ݁ା௜௞௔
ଶ ݁ି ఘ௔

ଶ  

En faisant la différence  (3) − (4) 

.ଶܤ2 ݁ି ఘ௔
ଶ = ൬1 −

݅݇
ߩ

൰ .ଷܣ ݁ା௜௞௔
ଶ                ⇒ ଶܤ             =

1
2

൬1 −
݅݇
ߩ

൰ .ଷܣ ݁ା௜௞௔
ଶ ݁

ఘ௔
ଶ  

En faisant la somme  (1) + (2) 

.ଵܣ2 ݁ି௜௞௔
ଶ = ቀ1 +

ߩ
݅݇

ቁ .ଶܣ ݁ିఘ௔
ଶ + ቀ1 −

ߩ
݅݇

ቁ .ଶܤ ݁ାఘ௔
ଶ  

En remplaçant   ܣଶ  et  ܤଶ . 

ଵܣ =
1
4

൜ቀ1 +
ߩ
݅݇

ቁ ൬1 +
݅݇
ߩ

൰ ݁ିఘ௔ + ቀ1 −
ߩ
݅݇

ቁ ൬1 −
݅݇
ߩ

൰ ݁ାఘ௔ൠ .ଷܣ ݁ା௜௞௔ 

Donc 

ଵܣ = ቊcosh ܽߩ +
1
2

ቆ
ଶߩ − ݇ଶ

ߩ݇݅
ቇ . sinh ቋܽߩ .ଷܣ ݁ା௜௞௔  

 
En faisant la différence  (1) − (2) 

.ଵܤ2 ݁௜௞௔
ଶ = ቀ1 −

ߩ
݅݇

ቁ .ଶܣ ݁ିఘ௔
ଶ + ቀ1 +

ߩ
݅݇

ቁ .ଶܤ ݁ାఘ௔
ଶ  

En remplaçant   ܣଶ  et  ܤଶ . 

ଵܤ =
1
4

൜ቀ1 −
ߩ
݅݇

ቁ ൬1 +
݅݇
ߩ

൰ . ݁ିఘ௔ + ቀ1 +
ߩ
݅݇

ቁ ൬1 −
݅݇
ߩ

൰ . ݁ାఘ௔ൠ  ଷܣ

Donc 

ଵܤ =
1
2

ቆ
ଶߩ + ݇ଶ

ߩ݇݅
ቇ . sinh ܽߩ . ଷܣ  

 
 
2. coefficient de transmission. 

ܶ = ଷ|ଶܣ| ⁄ଵ|ଶܣ|  

ଵ|ଶܣ| = ቤቊcosh ܽߩ +
1
2

ቆ
ଶߩ − ݇ଶ

ߩ݇݅
ቇ . sinh ቋܽߩ .ଷܣ ݁ା௜௞௔ቤ

ଶ

= ቤቊcosh ܽߩ +
1
2

ቆ
ଶߩ − ݇ଶ

ߩ݇݅
ቇ . sinh ቋቤܽߩ

ଶ

 ଷ|ଶܣ|

D’où 

ܶ = ቤቊcosh ܽߩ +
1
2

ቆ
ଶߩ − ݇ଶ

ߩ݇݅
ቇ . sinh ቋቤܽߩ

ିଶ

 

ܶ =
ଶ݇ଶߩ4

.ଶ݇ଶߩ4 coshଶ ܽߩ + ଶߩ) − ݇ଶ)ଶ. sinhଶ ܽߩ
 

 

3. Application numérique :   ܧ =  1 ܸ݁ ,  ଴ܸ = 2 ܸ݁ ,  ܽ = 1 Å 

Cas d’un électron :  ݉௘ = 9,1 × 10ିଷଵ  ݇݃   donc   ݇ = ߩ = 5,1171 × 10ଽ  ݉ିଵ     et   ܶ = 0,7779  

Cas d’un proton :  ݉௣ = 1,67 × 10ିଶ଻  ݇݃   donc  ݇ = ߩ = 2,1921 × 10ଵଵ  ݉ିଵ   et   ܶ = 3,6447 × 10ିଵଽ  

 
  



CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE SEMESTRIELLE Dimanche 28/05/2017 
 

Page 3 Deuxième Année Socle Commun LMD Physique (2016/2017) 
 

EXERCICE 02 : (10 points) 

(ݔ)ܸ =
1
2

݉߱ଶݔଶ        ;      ߰଴(ݔ) = .଴ܣ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ     ;     ߰ଵ(ݔ) = .ଵܣ .ݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ  

1. Normalisation :  

න |߰଴(ݔ)|ଶ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
= න ߰଴

.(ݔ)∗ ߰଴(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= 1      ⇒ ଴ܣ       

ଶ න ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= 1 

En utilisant   

න ݁ି௔.௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
= ߨ√ ܽଵ ଶ⁄⁄        avec       ܽ = ݉߱ ℏ⁄          on a      න ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= ඥߨℏ ݉߱⁄  

D’où 

଴ܣ = ቀ
݉߱
ℏߨ

ቁ
ଵ
ସ          et       ߰଴(ݔ) = ቀ

݉߱
ℏߨ

ቁ
ଵ
ସ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ  

 

න |߰ଵ(ݔ)|ଶ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
= න ߰ଵ

.(ݔ)∗ ߰ଵ(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= 1      ⇒ ଵܣ       

ଶ න .ଶݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= 1 

En utilisant   

න .ଶݔ ݁ି௔.௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
= ߨ√ 2ܽଷ ଶ⁄⁄        avec       ܽ = ݉߱ ℏ⁄          on a      න .ଶݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= ඥߨℏଷ 4݉ଷ߱ଷ⁄  

D’où 

ଵܣ = ቆ
4݉ଷ߱ଷ

ℏଷߨ ቇ

ଵ
ସ

         et       ߰ଵ(ݔ) = ቆ
4݉ଷ߱ଷ

ℏଷߨ ቇ

ଵ
ସ

.ݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ  

 
2. Orthogonalité : 

(߰଴, ߰ଵ) = න ߰଴
.(ݔ)∗ ߰ଵ(ݔ). ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= ଵܣ଴ܣ න .ݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ . ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

En utilisant   

න ݔ௔.௫మ݀ି݁(ଶ௡ାଵ)ݔ
ାஶ

ିஶ
= 0       avec       ܽ = ݉߱ ℏ⁄          on a      න .ݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ . ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= 0 

D’où 
(߰଴, ߰ଵ) = 0     et les deux états sont othogonaux. 

 
3. Equation de Schrödinger : 

−
ℏଶ

2݉
݀ଶ߰଴(ݔ)

ଶݔ݀ + (ݔ)଴߰(ݔ)ܸ = .଴ܧ ߰଴(ݔ) 

Comme 
݀ଶ߰଴(ݔ)

ଶݔ݀ =
݀

ݔ݀
ቆ−ܣ଴.

ݔ߱݉
ℏ

݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ ቇ = ଴ܣ−
݉߱

ℏ
ቊ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ −
ଶݔ߱݉

ℏ
݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ ቋ = −
݉߱

ℏ
ቆ1 −

ଶݔ߱݉

ℏ
ቇ ߰଴(ݔ) 

En remplaçant  

+
ℏଶ

2݉
݉߱

ℏ
ቆ1 −

ଶݔ߱݉

ℏ
ቇ ߰଴(ݔ) + ൬

1
2

݉߱ଶݔଶ൰ ߰଴(ݔ) = .଴ܧ ߰଴(ݔ) 

Puisque ߰଴(ݔ) ≠ 0 on peut ecrire 

ℏଶ

2݉
݉߱

ℏ
ቆ1 −

ଶݔ߱݉

ℏ
ቇ + ൬

1
2

݉߱ଶݔଶ൰ = ൬
1
2

ℏ߱ −
1
2

݉߱ଶݔଶ൰ + ൬
1
2

݉߱ଶݔଶ൰ = ଴ܧ      ଴      doncܧ =
1
2

ℏ߱  
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ℏଶ

2݉
݀ଶ߰ଵ(ݔ)

ଶݔ݀ + (ݔ)ଵ߰(ݔ)ܸ = .ଵܧ ߰ଵ(ݔ) 

Comme 
݀ଶ߰ଵ(ݔ)

ଶݔ݀ =
݀

ݔ݀
ቆܣଵ. ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ − .ଵܣ ݔ
ݔ߱݉

ℏ
݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ ቇ = ଵܣ
݀

ݔ݀
ቊቀ1 −

݉߱
ℏ

ଶቁݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ ቋ 

݀ଶ߰ଵ(ݔ)
ଶݔ݀ = ଵܣ ቊቀ−2

݉߱
ℏ

ቁݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ −
ݔ߱݉

ℏ
ቀ1 −

݉߱
ℏ

ଶቁݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ଶℏ ቋ = ቆ−3
݉߱

ℏ
+

݉ଶ߱ଶ

ℏଶ ଶቇݔ ߰ଵ(ݔ) 

En remplaçant  

−
ℏଶ

2݉
ቆ−3

݉߱
ℏ

+
݉ଶ߱ଶ

ℏଶ ଶቇݔ ߰ଵ(ݔ) + ൬
1
2

݉߱ଶݔଶ൰ ߰ଵ(ݔ) = .ଵܧ ߰ଵ(ݔ) 

Puisque ߰ଵ(ݔ) ≠ 0 on peut ecrire 

൬
3
2

ℏ߱ −
1
2

݉߱ଶݔଶ൰ + ൬
1
2

݉߱ଶݔଶ൰ = ଵܧ      ଵ         doncܧ =
3
2

ℏ߱  

 
4. Valeurs moyennes  〈ࢄ〉૙  et  〈ࢄ〉૚ 

〈ܺ〉଴ = න ߰଴
.(ݔ)∗ ܺ߰଴(ݔ). ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= න ߰଴

.(ݔ)∗ .(ݔ)଴߰ݔ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺ〉଴ = ଴ܣ
ଶ න .ݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
                 dʹoù             〈ܺ〉଴ = 0  

 

〈ܺ〉ଵ = න ߰ଵ
.(ݔ)∗ ܺ߰ଵ(ݔ). ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= න ߰ଵ

.(ݔ)∗ .(ݔ)ଵ߰ݔ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺ〉ଵ = ଵܣ
ଶ න .ଷݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
                 dʹoù             〈ܺ〉ଵ = 0  

(Nous avons utilisé    ∫ ାஶݔ௔.௫మ݀ି݁(ଶ௡ାଵ)ݔ
ିஶ = 0      (݊ ∈ ℕ)) 

 
5. Valeurs moyennes   〈ࢄ૛〉૙  et 〈ࢂ〉૙ 
 

〈ܺଶ〉଴ = න ߰଴
.(ݔ)∗ ܺଶ߰଴(ݔ). ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= න ߰଴

.(ݔ)∗ .(ݔ)ଶ߰଴ݔ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺଶ〉଴ = ଴ܣ
ଶ න .ଶݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

En utilisant  

න .ଶݔ ݁ି௔.௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
= ߨ√ 2ܽଷ ଶ⁄⁄        avec       ܽ = ݉߱ ℏ⁄        on a      න .ଶݔ ݁ି௠ఠ௫మ

ℏ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= ඥߨℏଷ 4݉ଷ߱ଷ⁄  

En replaçant on trouve : 

〈ܺଶ〉 = ቀ
݉߱
ℏߨ

ቁ
ଵ
ଶ ቆ

ℏଷߨ

4݉ଷ߱ଷቇ

ଵ
ଶ

           ⇒            〈ܺଶ〉 =
1
2

ℏ
݉߱
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Valeur moyenne de l’énergie potentielle 

ܸ(ܺ) =
1
2

݉߱ଶܺଶ         ⇒      〈ܸ〉 =
1
2

݉߱ଶ〈ܺଶ〉 =
1
4

ℏ߱  

 
6. Valeur moyenne   〈ࡴ〉૙. 

En écrivant l’équation de Schödinger (qui est un équation aux valeurs propres). 

(ݔ)߰ܪ = .ܧ  (ݔ)߰

 .étant une valeur constante réelle   ܧ
Donc   

〈ܪ〉 = න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ܪ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .ܧ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= ܧ න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Puisque la fonction d’onde est normée 
〈ܪ〉 =  ܧ

Pour l’état   ߰଴(ݔ) en particulier 

଴〈ܪ〉 = න ߰଴
.(ݔ)∗ .(ݔ)଴߰ܪ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
       donc       〈ܪ〉଴ = ଴ܧ  

 
7. Valeurs moyennes   〈ࢀ〉  et   〈ࡼ૛〉 

En écrivant l’opérateur Hamiltonien   

ܪ = ܶ + ܸ = −
ℏଶ

2݉
݀ଶ

ଶݔ݀ +  (ݔ)ܸ

Donc 
〈ܪ〉 = 〈ܶ〉 + 〈ܸ〉        ou            〈ܶ〉 = 〈ܪ〉 − 〈ܸ〉 

Comme  

଴〈ܪ〉 = ଴ܧ =
1
2

ℏ߱       alors         〈ܶ〉଴ = ଴〈ܪ〉 − 〈ܸ〉଴ =
1
4

ℏ߱  

Comme 

ܶ = −
ℏଶ

2݉
݀ଶ

ଶݔ݀ =
ܲଶ

2݉
          ⇒       〈ܶ〉 =

1
2݉

〈ܲଶ〉        et         〈ܲଶ〉଴ =
1
2

݉ℏ߱  

 


