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CORRIGE DE L’EPREUVE SEMESTRIELLE

MODULE : MECANIQUE QUANTIQUE.

EXERCICE 01: (10 points)
{V(x)=V0 x€[-a/2,+a/2]
V(x) =0  ailleur

Equation de Schrédinger indépendante du temps.
2

A
— 5800 + V(). 9(x) = E.0(x)

En remplacant

1.

( R d(0)

lZonel. o dx2 =E.p.(x)
h? d?gp,(x)

|Zone2 : —%7+V0.¢2(x)=E.<pz(x)
h? d?s(x)

kZO’fl€3- —%W—E.¢3(x)

Dont les solutions sont pour E < Vj :

@1(x) = Aj.etkx 1 B e7ikx

Figure 1.
74
®1(x) @2 (x) ®3(x)
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—a/2 0 +a/2
Zone 1 Zone 2 Zone 3

k =+2m.E/h?

p=+/2m.(V, — E)/h?

P,(x) = Ay.e™P* + By e PX avec
@3(x) = Az.eT*¥ 4 B, e~ tkx
Dans le cas d’une particule provenant de x = —oo : Bj.

Xx = +0o0, elle n’as donc pas de sens physique, nous pose

Détermination des constantes

e ~tk* est une onde plane que provient de

rons alors

Continuité de la fonction d’ondeen x = —a/2.
_jka ika _pa +Pa
o (x=—-a/2)=¢,(x=—a/2) = Aj.e 2 +Bj.e 2 =A4,¢e 2 +B,e" 2 ... (D)

Continuité de la dérivée premiére de la fonction d’onde en x = —a/2.

l =-kA_+ikx_B_—ikx
(pi(xz—a/Z)z(pé(x:—a/Z) avec {(pll(x) l( 1e+x 1e_x)

@2(x) = p(Az.e™P* — B,.e™P%)

Donc

_ik_a ik_a P _pa +La
Ae 7 —B,.e'z =l_—(A2.e Z -Bye*2) ...(2)

Continuité de la fonction d’ondeen x = +a/2.

+£a -La +ike
@,(x =+4+a/2) =p3(x =+a/2) = A,.e"2 +Bye 2 =Az.e” 2 ... 3

Continuité de la dérivée premiére de la fonction d’onde en x = +a/2.

py(x =+a/2) = p5(x =+a/2) avec {

Donc
pa ik
2

+La .
A,.e” 2 —Bs.e

;A3.€

@2 (x) = p(Az.e™P¥ — By.e™P¥)
@5 (x) = ik.A;.etikx
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En faisant lasomme (3) + (4)

+£2 ik +ikae 1 ik pike _pa
2A2.e 2 =(1+_)A3e 2 = A2=_(1+_>A33 2e 2
p 2 P
En faisant la différence (3) — (4)
_pa ik +ika 1 ik +ika pa
ZBz.e =(1__>A3e 2 = Bz=_(1__)A3.e 2e?2
p 2 p
En faisant lasomme (1) + (2)
_ika P _pa P pa
i _ L _ = +
24,72 —(1+l_k)A2.e z +(1 ik)Bz.e 2

Enremplacant A, et B,.

1 p ik p ik ;
— L - -pa _r _ +pa +ika
A 4{(1+ik)(1+p)e +(1 ik)(l p)e }A3.e

1/p?—k?\ . .
A, = {coshpa +E< i >.smhpa}A3.e+‘ka

Donc

En faisant la différence (1) — (2)

231-€ik2_a = (1 —%) Az.e_pz_a + (1 +%) lee+%

Enremplacant A, et B,.

Donc
1/p?+k?\ .
1=5 kp .sinh pa. A5
2. coefficient de transmission.
T = |A3|2/|A1|2
1/p? —k? P 1/p? —k? 2
|A;]? = {coshpa+5< i ).sinhpa}A3.e+lk“ = {coshpa+5< i >.sinhpa} |A5|?
D’ol
2 2 -2
7 = [Lcosh pa + = (P=—52) sinh
= |[{cosh pa > ikp .sinh pa

- 4p2k?
" 4p2k2.cosh? pa + (p? — k2)2.sinh2 pa

3. Application numérique: E = leV, Vo=2eV, a=1A
Cas d’un électron: m, = 9,1 X 1073 kg donc k=p =51171x10° m™! et |T =0,7779

Cas d’un proton : m,, = 1,67 x 107%7 kg donc k = p = 2,1921 x 10" m~1 et |T = 3,6447 x 10~7
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EXERCICE 02 : (10 points)

1 _mwx? _mowx?
V(x) = Emwzx2 i Yolx) =Ag.e 28 ; YP(x) =A;.x.e 2R
1. Normalisation :
+o0 400 T mex?
f [Po(x)|?dx = Py(x).Po(x).dx=1 = A%j e h dx=1

En utilisant
+ oo mwa

+o0
f e dx =+\m/a? avec a=mw/h ona f e h o dx=mh/mo

— 00

D’ou

1 2
Ay = (E) et |ho(x) = (m_h) e 2k

o0 40 +0o mwx?
f |¢1(x)|2dx=f PO G dx =1 o Agf e hodx =1

En utilisant
+oo mowx?

400
] x2.e~%*dx =\/n/2a3/? avec a=mw/h ona ] x%.e” h dx =+mh3/4m3w3

—00

D’ou

et

o~
iy
I
/N
N
3
w
e
w
N——
NI
<=
)
~\
=
—
|
RS
> w
wle
w
~_—
N
=
aQ
NE
5

2. Orthogonalité :

mwx?

o, Y1) =f_ Yo (). P (x). dx = AOAlf_ x.e R .dx

En utilisant
+oo mwx?

400
f x@HDe-ax’gy = 0 avec a=mw/h ona ] x.e & _.dx=0

—00
D’ou
(Yo, 1) =0 et les deux états sont othogonaux.

3. Equation de Schrédinger :

h? d*he(x)
o dxZ + V(o (x) = Ep- 1o (x)
Comme
d*Po(x) d P _m;hxz _ _m;)ficz mwx? _m;)ficz _ mefl mwx? )
dx2  _dx\ TR ¢ B no ¢ ~Th Polx

En remplacant

h? mw <1 mowx

e )wo(x)+( mw?x? ) o (x) = Eo-ho(x)

Puisque Yy (x) # 0 on peut ecrire

A% mw mwx? 1 1 1 1 1
—|1- + (—mw2x2> = (— hw — Ema)zxz) + (Emwzxz) =E, donc |E,= Ehw

2m h h 2 2
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2 g2
h_w + V(). (x) = E1. P, (x)

2m  dx?
Comme

d2¢1(X) _ d ( _moox2 mwx _M) _ d {( maw 2) e_mwxz}

=—\|A;.e 2R —A;.x e 2h
dx? dx \"1 L

d?y,(x) mw _mwx?  mux mw _mwx? mw mlw?
d—;2=A1 (—ZTx)e T —— (1——x2)e 2h =(-3——+ x% )P (x)

En remplagant

hz( mw mlw?

1
3=tz x2>1/11(X) + (Emwzxz)l/h(x) = E1. 9 (%)

2m

Puisque ¥, (x) # 0 on peut ecrire

(3h ! 22)+(1 22)—E d E—3h
5 how —omax > Mwx® | = Ey onc 1 =5 hw

4. Valeurs moyennes (X), et (X){

®o = [ W30 Xwo()dx = [ i) o). dx

Donc
+oo _mwx? ,
(Ko =45 | xeH dx doi
+00 +oo
(X) = P1(x). X (x). dx = P1(x). xpq (x). dx
Donc

mwx?

+00
(X), = A2 f x3.e Fdx dou

(Nous avons utilisé fjoc: x@ntDe-ax®gy = 0 (n € N))
5. Valeurs moyennes (X?2), et (V),

W = [ o). X2wo).dx = [ ). ¥ dx

Donc
+oo mwx?
(X%)o :A(Z)f x%.e h dx
—o0
En utilisant

+ o0 mowx?

+o0
f x2.e~%*dx =\m/2a3/? avec a=mw/h ona f x?.e” R dx =+ mh3/4m3w3

— 00

En replagant on trouve :
1

1
mw~z [ mwh3 \2 1 h
e e N

h 4m3w3
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Valeur moyenne de I'énergie potentielle

1 1 1
V(X) :Ema)zX2 = V) =§mw2(X2) =Zha)

6. Valeur moyenne (H),.
En écrivant I'équation de Schodinger (qui est un équation aux valeurs propres).

Hy(x) = E.y(x)

E étant une valeur constante réelle.

Donc
+ oo + oo + o0

(H) = Y (x). HY(x).dx = Y (x).E.p(x).dx =E Y (x). Y (x).dx

Puisque la fonction d’onde est normée
(H)=E

Pour I'état y(x) en particulier

+ 00

(H)o=| %50).Hipo(x).dx  donc

7. Valeurs moyennes (T) et (P?)

En écrivant I'opérateur Hamiltonien

K% d?
H=THV =g VO
Donc
(Hy=(T)+ (V) ou (TY = (H) — (V)
Comme
1 1
(H)o = Ey = Ehw alors (Tho = (H)og — (V) = Zhw
Comme
h? d? P2 1 1
- — = — _— (p2 2y _ =

Page 5 | Deuxiéme Année Socle Commun LMD Physique (2016/2017)



