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FACULTÉ DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE 

CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE SEMESTRIELLE 
MODULE : MÉCANIQUE QUANTIQUE. 

 
EXERCICE 01: (10 points) 

൜ܸ(ݔ) = ଴ܸ. ݔ        (ݔ)ߜ ∈ [−ܽ, +ܽ]
(ݔ)ܸ = +∞                   ailleur         

� 

1. Equation de Schrödinger indépendante du temps. 

−
ℏଶ

2݉
(ݔ)߮∆ + .(ݔ)ܸ (ݔ)߮ = .ܧ  (ݔ)߮

En remplaçant 

⎩
⎨

1 ݁݊݋ܼ⎧ ∶         −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଵ(ݔ)

ଶݔ݀ = .ܧ ߮ଵ(ݔ)

2 ݁݊݋ܼ ∶         −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଶ(ݔ)

ଶݔ݀ = .ܧ ߮ଶ(ݔ)

� 

Dont les solutions sont pour ܧ > 0 : 

ቊ߮ଵ(ݔ) = .ଵܣ ݁ା௜௞௫ + .ଵܤ ݁ି௜௞௫

߮ଶ(ݔ) = .ଶܣ ݁ା௜௞௫ + .ଶܤ ݁ି௜௞௫
�        avec      ݇ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄  

 
2. Discontinuité de la dérivée première 
Equation de Schrödinger entre les deux zones 

−
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮(ݔ)

ଶݔ݀ + ଴ܸ. .(ݔ)ߜ (ݔ)߮ = .ܧ  (ݔ)߮

En intégrant entre   −ߝ    et   +ߝ, nous obtenons 

−
ℏଶ

2݉
න

݀ଶ߮(ݔ)
ଶݔ݀ ݔ݀

ାఌ

ିఌ
+ ଴ܸ න .(ݔ)ߜ .(ݔ)߮ ݔ݀

ାఌ

ିఌ
= ܧ න .(ݔ)߮ ݔ݀

ାఌ

ିఌ
 

La première intégrale donne 

න
݀ଶ߮(ݔ)

ଶݔ݀ ݔ݀
ାఌ

ିఌ
= ቈ

(ݔ)߮݀
ݔ݀

቉
ିఌ

ାఌ

= �݀߮ଶ(ݔ)
ݔ݀

ቤ
௫ୀାఌ

− �݀߮ଵ(ݔ)
ݔ݀

ቤ
௫ୀିఌ

 

La deuxième intégrale 

න .(ݔ)ߜ .(ݔ)߮ ݔ݀
ାఌ

ିఌ
= න .(ݔ)ߜ .(ݔ)߮ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= ߮ଵ(0) = ߮ଶ(0) 

Car la fonction d’onde est continue en (ݔ = 0). 

La troisième intégrale donne 

න .(ݔ)߮ ݔ݀
ାఌ

ିఌ
= [Φ(ݔ)]ିఌ

ାఌ = Φ(+ߝ) − Φ(−ߝ) 

Φ(ݔ)  étant la primitive de ߮(ݔ). 
 
D’où  

−
ℏଶ

2݉
ቆ�݀߮ଶ(ݔ)

ݔ݀
ቤ

௫ୀାఌ
− �݀߮ଵ(ݔ)

ݔ݀
ቤ

௫ୀିఌ
ቇ + ଴ܸ. ߮ଵ(0) = (ߝ+)൫Φܧ − Φ(−ߝ)൯ 

଴ܸ.  (ݔ)ߜ

ܸ 

−ܽ 0 +ܽ x 

ܸ(
(ݔ

=
+

∞
 

ܸ(
(ݔ

=
+

∞
 

 2 ݁݊݋ܼ 1 ݁݊݋ܼ

߮ଵ(ݔ) ߮ଶ(ݔ) 
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Et en faisant tendre ߝ vers  0. 

−
ℏଶ

2݉
ቆ�݀߮ଶ(ݔ)

ݔ݀
ቤ

௫ୀ଴
− �݀߮ଵ(ݔ)

ݔ݀
ቤ

௫ୀ଴
ቇ + ଴ܸ. ߮ଵ(0) = ൫Φା(0)ܧ − Φି(0)൯ 

Or : Φା(0) − Φି(0) = 0  car la fonction Φ(ݔ) est continue (car elle est dérivable) en  (ݔ = 0). 

Nous obtenons finalement 

�݀߮ଶ(ݔ)
ݔ݀

ቤ
௫ୀ଴

− �݀߮ଵ(ݔ)
ݔ݀

ቤ
௫ୀ଴

= .଴ߩ ߮ଵ(0)        avec     ߩ଴ =
2݉ ଴ܸ

ℏଶ  

 
3. Détermination des constantes 
Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = −ܽ. 

߮ଵ(ݔ = −ܽ) = 0     ⇒ .ଵܣ       ݁ି௜௞௔ + .ଵܤ ݁௜௞௔ = 0  
Donc 

ଵܤ  = .ଵܣ− ݁ିଶ௜௞௔  (1) 
 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = 0. 

߮ଵ(ݔ = 0) = ߮ଶ(ݔ = 0)      ⇒ ଵܣ       + ଵܤ = ଶܣ +   ଶܤ

En remplaçant par l’équation (1) 

ଶܣ + ଶܤ = ଵ൫1ܣ − ݁ିଶ௜௞௔൯ = .ଵܣ ݁ି௜௞௔൫݁ା௜௞௔ − ݁ି௜௞௔൯ 
Ou 

ଶܣ  + ଶܤ = .ଵܣ2݅ ݁ି௜௞௔ . sin(݇ܽ) (2) 
 
Discontinuité de la dérivée première de la fonction d’onde en  ݔ = 0. 

�݀߮ଶ(ݔ)
ݔ݀

ቤ
௫ୀ଴

− �݀߮ଵ(ݔ)
ݔ݀

ቤ
௫ୀ଴

= .଴ߩ ߮ଵ(0) 

Donc  
ଶܣ)݇݅ − (ଶܤ − ଵܣ)݇݅ − (ଵܤ = ଵܣ)଴ߩ +  (ଵܤ

ଶܣ − ଶܤ =
଴ߩ

݅݇
ଵܣ) + (ଵܤ + ଵܣ) −  (ଵܤ

En remplaçant par l’équation (1) 

ଶܣ − ଶܤ =
଴ߩ

݅݇
ଵ൫1ܣ − ݁ିଶ௜௞௔൯ + ଵ൫1ܣ + ݁ିଶ௜௞௔൯ = .ଵܣ ݁ି௜௞௔ ቀ

଴ߩ

݅݇
2݅. sin(݇ܽ) + 2 cos(݇ܽ)ቁ 

Et 

ଶܣ  − ଶܤ = .ଵܣ2 ݁ି௜௞௔ ቀ
଴ߩ

݇
sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቁ (3) 

 
En faisant la somme (2) + (3) 

ଶܣ = .ଵܣ ݁ି௜௞௔ ቆቀ
଴ߩ

݇
+ ݅ቁ sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቇ  

En faisant la différence (2) − (3) 

ଶܤ = .ଵܣ− ݁ି௜௞௔ ቆቀ
଴ߩ

݇
− ݅ቁ sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቇ  

 



CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE SEMESTRIELLE Dimanche 03/06/2018 
 

Page 3 Deuxième Année Socle Commun LMD Physique (2017/2018) 
 

4. Condition de quantification. 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = +ܽ. 

߮ଶ(ݔ = +ܽ) = 0     ⇒ .ଶܣ       ݁௜௞௔ + .ଶܤ ݁ି௜௞௔ = 0  

En remplaçant par les valeurs trouvées de  ܣଶ   et  ܤଶ. 

݁௜௞௔ ቆቀ
଴ߩ

݇
+ ݅ቁ sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቇ − ݁ି௜௞௔ ቆቀ

଴ߩ

݇
− ݅ቁ sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቇ = 0 

Ce qui donne 

ቂ
଴ߩ

݇
൫݁௜௞௔ − ݁ି௜௞௔൯ + ݅൫݁௜௞௔ + ݁ି௜௞௔൯ቃ sin(݇ܽ) + ൫݁௜௞௔ − ݁ି௜௞௔൯ cos(݇ܽ) = 0 

Donc 

ቂ
଴ߩ

݇
2݅ sin(݇ܽ) + 2݅ cos(݇ܽ)ቃ sin(݇ܽ) + 2݅. sin(݇ܽ) . cos(݇ܽ) = 0 

ቂ
଴ߩ

݇
sin(݇ܽ) + 2 cos(݇ܽ)ቃ sin(݇ܽ) = 0 

 
Nous obtenons alors les conditions suivantes 

sin(݇ܽ) = 0      ou      tan(݇ܽ) = −
2݇
଴ߩ

 

Ce qui donne  

݇ = ݊
ߨ
ܽ

    ;    ݊ ∈ ℕ∗       ou      tan(݇ܽ) = −
2݇
଴ߩ
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EXERCICE 02 : (10 points) 
1. Opétrateurs postion et quantité de mouvement . 

(ݔ)߰ܺ = .ݔ (ݔ)߰          et        ௫ܲ߰(ݔ) =
ℏ
݅

(ݔ)߲߰
ݔ߲

 

2. Commutateurs. 
[ܺ, ௫ܲ]߰(ݔ) = (ܺ ௫ܲ − ௫ܲܺ)߰(ݔ) 

[ܺ, ௫ܲ]߰(ݔ) = ܺ൫ ௫ܲ߰(ݔ)൯ − ௫ܲ൫ܺ߰(ݔ)൯ 

[ܺ, ௫ܲ]߰(ݔ) = ܺ ቆ
ℏ
݅

(ݔ)߲߰
ݔ߲

ቇ − ௫ܲ൫ݔ.  ൯(ݔ)߰

[ܺ, ௫ܲ]߰(ݔ) = .ݔ ቆ
ℏ
݅

(ݔ)߲߰
ݔ߲

ቇ −
ℏ
݅

߲
ݔ߲

൫ݔ.  ൯(ݔ)߰

[ܺ, ௫ܲ]߰(ݔ) =
ℏ
݅

ݔ
(ݔ)߲߰

ݔ߲
−

ℏ
݅

ቆ߰(ݔ) + ݔ
(ݔ)߲߰

ݔ߲
ቇ 

[ܺ, ௫ܲ]߰(ݔ) = ݅ℏ߰(ݔ) 

[ܺ, ௫ܲ] ≡ ݅ℏ  
 
 

௫ܲ
ଶ߰(ݔ) = ௫ܲ ௫ܲ߰(ݔ) =

ℏ
݅

߲
ݔ߲

ቆ
ℏ
݅

(ݔ)߲߰
ݔ߲

ቇ = −ℏଶ ߲ଶ߰(ݔ)
ଶݔ߲  

 
[ܺ, ௫ܲ

ଶ]߰(ݔ) = ܺ൫ ௫ܲ
ଶ߰(ݔ)൯ − ௫ܲ

ଶ൫ܺ߰(ݔ)൯ 

[ܺ, ௫ܲ
ଶ]߰(ݔ) = .ݔ ቆ−ℏଶ ߲ଶ߰(ݔ)

ଶݔ߲ ቇ + ℏଶ ߲ଶ

ଶݔ߲ ൫ݔ.  ൯(ݔ)߰

[ܺ, ௫ܲ
ଶ]߰(ݔ) = −ℏଶݔ

߲ଶ߰(ݔ)
ଶݔ߲ + ℏଶ ߲

ݔ߲
ቆ߰(ݔ) + ݔ

(ݔ)߲߰
ݔ߲

ቇ = −ℏଶݔ
߲ଶ߰(ݔ)

ଶݔ߲ + ℏଶ ቆ2
(ݔ)߲߰

ݔ߲
+ ݔ

߲ଶ߰(ݔ)
ଶݔ߲ ቇ 

[ܺ, ௫ܲ
ଶ]߰(ݔ) = 2ℏଶ (ݔ)߲߰

ݔ߲
 

[ܺ, ௫ܲ
ଶ] ≡ 2ℏଶ ߲

ݔ߲
= 2݅ℏ ௫ܲ  

On pouvait aussi utiliser 
[ܺ, ௫ܲ

ଶ] = [ܺ, ௫ܲ ௫ܲ] = ௫ܲ[ܺ, ௫ܲ] + [ܺ, ௫ܲ] ௫ܲ = 2݅ℏ ௫ܲ 
 

3. Opérateurs hermétiques 

( ௫ܲ
ଶ)ା = ( ௫ܲ ௫ܲ)ା = ௫ܲ

ା
௫ܲ
ା = ௫ܲ ௫ܲ = ௫ܲ

ଶ       hermétique 

(ܺ ௫ܲ)ା = ௫ܲ
ାܺା = ௫ܲܺ ≠ ܺ ௫ܲ         non hermétique 

(ܺ ௫ܲ
ଶ)ା = ௫ܲ

ଶାܺା = ௫ܲ
ଶܺ ≠ ܺ ௫ܲ

ଶ        non hermétique 
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൜߰(ݔ) = .ܣ (ܽଶ − ݔ         ଶ)          pourݔ ∈ [−ܽ, +ܽ]
(ݔ)߰ = 0        pour       ݔ ∈ ]−∞, −ܽ] ∪ [+ܽ, +∞[

� 

 
4. Normalisation. 

න ݔଶ݀|(ݔ)߰|
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= 1      ⇒ ଶ|ܣ|        න (ܽଶ − .ଶ)ଶݔ ݔ݀

ା௔

ି௔
= 1 

ଶ|ܣ| න (ܽସ + ସݔ − 2ܽଶݔଶ). ݔ݀
ା௔

ି௔
= ଶ|ܣ| ൤ܽସݔ +

1
5

ହݔ −
2
3

ܽଶݔଷ൨
ି௔

ା௔
= 1 

ଶ2ܽହ|ܣ| ൬1 +
1
5

−
2
3

൰ =
16
15

ଶܽହ|ܣ| = 1 

|ܣ| = ඨ15
16

1
ܽହ  

 

5. Valeurs moyennes  〈ࢄ〉  et  〈࢞ࡼ〉. 

〈ܺ〉 = න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ܺ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .ݔ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺ〉 = ଶ|ܣ| න .ݔ (ܽଶ − .ଶ)ଶݔ ݔ݀
ା௔

ି௔
=

15
16

1
ܽହ ൤−

1
6

(ܽଶ − ଶ)ଷ ൨ݔ
ି௔

ା௔
              dʹoù             〈ܺ〉 = 0  

 

〈 ௫ܲ〉 = න .(ݔ)∗߰ ௫ܲ߰(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰

ℏ
݅

(ݔ)߰݀
ݔ݀

. ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈 ௫ܲ〉 =
ℏ
݅

ଶ|ܣ| න .ݔ2− (ܽଶ − .(ଶݔ ݔ݀
ା௔

ି௔
=

ℏ
݅

15
16

1
ܽହ ൤

1
2

(ܽଶ − ଶ)ଶ ൨ݔ
ି௔

ା௔
               dʹoù           〈 ௫ܲ〉 = 0  

 

6. Valeurs moyennes   〈ࢄ૛〉  et 〈࢞ࡼ
૛〉. 

 

〈ܺଶ〉 = න .(ݔ)∗߰ ܺଶ߰(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .ଶݔ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

D’où  

〈ܺଶ〉 = ଶ|ܣ| න .ଶݔ (ܽଶ − .ଶ)ଶݔ ݔ݀
ା௔

ି௔
=

15
16

1
ܽହ න (ܽସݔଶ + ଺ݔ − 2ܽଶݔସ). ݔ݀

ା௔

ି௔
 

〈ܺଶ〉 =
15
16

1
ܽହ ൤

1
3

ܽସݔଷ +
1
7

଻ݔ −
2
5

ܽଶݔହ ൨
ି௔

ା௔
= 2

15
16

ܽ଻

ܽହ ൬
1
3

+
1
7

−
2
5

൰ 

Donc  

〈ܺଶ〉 =
1
7

ܽଶ  
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〈 ௫ܲ
ଶ〉 = න .(ݔ)∗߰ ௫ܲ

ଶ߰(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= −ℏଶ න (ݔ)∗߰

߲ଶ߰(ݔ)
ଶݔ߲ . ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

D’où  

〈 ௫ܲ
ଶ〉 = 2ℏଶ|ܣ|ଶ න (ܽଶ − .(ଶݔ ݔ݀

ା௔

ି௔
= 2ℏଶ 15

16
1

ܽହ ൤ܽଶݔ −
1
3

ଷ ൨ݔ
ି௔

ା௔
 

〈 ௫ܲ
ଶ〉 = 2ℏଶ 15

8
ܽଷ

ܽହ ൬1 −
1
3

൰ 

Donc  

〈 ௫ܲ
ଶ〉 =

5
2

ℏଶ

ܽଶ  

 

7. Ecart quadratiques moyens. 

∆ܺ = ඥ〈ܺଶ〉 − 〈ܺ〉ଶ =
1

√7
ܽ  

∆ ௫ܲ = ට〈 ௫ܲ
ଶ〉 − 〈 ௫ܲ〉ଶ = ඨ5

2
ℏ
ܽ

 

 

8. Principe d’incertitude de Heisenberg. 

∆ܺ∆ ௫ܲ = ඨ 5
14

ℏ >
ℏ
2

 


