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CORRIGE DE L'EPRELIVE SEMESTRIELLE

FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
CORRIGE DE L’EPREUVE SEMESTRIELLE

MODULE : MECANIQUE QUANTIQUE.

EXERCICE 01: (10 points)
{V(x) =V,.6(x)
V(x) = +oo

X € [—a,+a]

1. Equation de Schrodinger indépendante du temps.
®1(x)

hZ
—ﬁmp(x) +V(x).9(x) = E.@(x)

En remplagant

V(x) = 4o

h? d*e, (x)
Zone 1: T T de E.p.(x)

kZoneZ : ZmW_

ailleur
Vo 6(x)

@2 (x)

V(x) = 400

Dont les solutions sont pour E > 0 :

=A,. +ikx B.. —ikx
{(pl(x) 1€ +5.e avec |k =+/2m.E/h? Zone 1

Zone 2

+a

0,(x) = Ay et*X + B, e7ikx

2. Discontinuité de la dérivée premiére
Equation de Schrodinger entre les deux zones
h? d?e(x)
T a2 + V,.8(x). p(x) = E.p(x)

Enintégrant entre —e& et +&, nous obtenons
hz +& dz X +& +&

- o )dx + Vof §(x).p(x).dx = Ef o(x).dx
—& —&

2mJ_, dx?
La premiére intégrale donne

f*fd%(x) _[de@]" _de,@)|  _dei(®)

e dx? dx dx | _ dx | _

—£ xX=+¢& X=—&
La deuxiéme intégrale
+& +o
8(x). @ (x).dx = ¢1(0) = ¢,(0)

6(x).p(x).dx =

—& —00

Car la fonction d’onde est continue en (x = 0).
La troisieme intégrale donne
+e
f @(x).dx = [®(x)]*E = d(4+&) — D(—¢)
=&

®(x) étant la primitive de ¢ (x).

D’ou
_ de,(x)

dx

X=—&

h? (deg,(x)
2m dx

x=+¢&

) + V. 01(0) = E(d(+¢) — P(—¢))
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Et en faisant tendre £ vers 0.

h? de,(x)
2m dx

_ de,(x)
dx

) + Vo. 91(0) = E(@,.(0) — d_(0))

x=0 x=0

Or: ®,(0) —®_(0) = 0 car lafonction ®(x) est continue (car elle est dérivable) en (x = 0).

Nous obtenons finalement

dg,(x) do,(x) _ _2mV,
| T = po-91(0)| avec |pg=—7
x=0 x=0
3. Détermination des constantes
Continuité de la fonction d’onde en x = —a.
p(x=—a)=0 = Aje ka4 B ekt =
Donc
|Bl = _Al.e_Zika (1)

Continuité de la fonction d’'onde en x = 0.
P1(x=0)=¢,(x=0) = A +B =A4A,+B,
En remplacant par I'équation (1)
AZ + BZ — Al(l _ e—Zika) — Al.e‘ika(e+ika _ e—ika)
Ou
A, + B, = 2iA;.e %2 sin(ka) (2)

Discontinuité de la dérivée premiére de la fonction d’'onde en x = 0.

de,(x) _ de,(x)
dx dx

= po- 1(0)

x=0

x=0
Donc

tk(Az — By) —ik(A; — By) = po(A; + By)
Ay =By =2 (A, +B) + (4~ By)
En remplacant par I'équation (1)
A, — B, = f—liAl(l —e2ka) + A, (1 + e72ka) = A e~tka (p—OZi. sin(ka) + 2 cos(ka))

ik
Et

A, — B, = 24,.e7ka (% sin(ka) + cos(ka)) (3)

En faisant la somme (2) + (3)

Ay, = A;.e ke ((% + i) sin(ka) + cos(ka)>

En faisant la différence (2) — (3)

B, = —A;.e"ka <(% - i) sin(ka) + cos(ka))
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4. Condition de quantification.
Continuité de la fonction d'onde en x = +a.
p,(x=+a)=0 = A,.e**4+ B, e7ka =

En remplagant par les valeurs trouvées de A, et B,.

ika @ : : _ ,—lika @ ] : —
e <( . + l) sin(ka) + cos(ka)) e <( T l) sin(ka) + cos(ka)) =0
Ce qui donne
[Pk_o (etka — g=ika) 4 j(etka 4 e‘ika)] sin(ka) + (e — e=%a) cos(ka) = 0
Donc

[% 2isin(ka) + 2i cos(ka)] sin(ka) + 2i.sin(ka) .cos(ka) = 0
[% sin(ka) + 2 cos(ka)] sin(ka) =0

Nous obtenons alors les conditions suivantes
2k
sin(fka) =0 ou tan(ka) = ——
Po
Ce qui donne

2k
k=n— ; neN"| ou |[tan(ka) = N
0
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EXERCICE 02 : (10 points)
1. Opétrateurs postion et quantité de mouvement.

h oY (x)
0x

XY =x ()| et Bl =<

2. Commutateurs.

[X, PJi(x) = (XP, — BX)(x)
[X, P 1y (x) = X(Pap(x)) — Pe(Xp(x))

h oy (x)
[X, P J(x) = X<T l/;xx > - Px(x-llj(x))

RoYy(x)\ h o
X, P () = x (; % )———( P)
A ooYp(x) h 0P (x)
[XP]l/)(x)——x I ——<1/1() F >
[X, P ]y (x) = ihp(x)
[X,P.] =ih

_ _ h oy (x) 0°h(x)
PZY(x) = PPp(x) = —a<? 6x> —hzw

[X, P21 (x) = X(P2p(x)) — P2(X¢<x))

2
[X, P21y (x) = < alp(z )> rn2l Py (x Y(x))

Zzp(x)

%P (x)

0x?

[, P21 ) = —hx — <w<) =

P (x)
Oox

[X, P21y (x) = 2h?

0 .
X, p2] = 20 o = 2ihP;

On pouvait aussi utiliser
[X,sz] = [X;PxPx] = Px[XrPx] + [X:Px]Px = 2ihP,

3. Opérateurs hermétiques
(sz)+ = (Pxpx)+ = Px+Px+ = PXPX = sz hEFmétique
(XP)* =P}YX* =P X # XP,  nonhermétique

(XP2)* = p2X* = P2X # XP?  non hermétique

a¢(x>> 2, VG0 h2< LG |
0x

0x?
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{I/J(x) =A.(a? —x?) pour  x € [—a,+a]
IP(X) =0 pour x € |—o0, —a] U [+a, +oo[

4. Normalisation.

f+m|¢(x)|2dx = f+m¢*(x).¢(x).dx =1 = |A]? f+a(a2 —x%)%.dx=1

+a 1 2 +a
|A|2f (a* + x* — 2a%x?).dx = |A|? [a4x +=x> ——a2x3] =1
_a 57 3 a
1 2 16
2 5 I 2,5 —
141224 (1+5 3) 4P’ = 1
A |11
- |16a®
5. Valeurs moyennes (X) et (P,).
+00 +oo
(X) = P (x). Xp(x). dx = P (x). x. 9 (x). dx
Donc
ta 1511 1 ta ,
) =141 | x.(a% =220 dw = ooz [ @ =527 dov  [(K)=0
L 16a51 6 a
e e hd'l}(x)
(Px) = Y (x).lep(x).dx = ll) ( ) n
Donc
h +a R15 1 a ,
(P,) = —,IAlzf —2x.(a® —x?).dx = ~—— [ (a? - xz)z] dou (P,)=0
i L i 1645 [2 a

6. Valeurs moyennes (X?) et (P2).

(Xz):f w*(x).sz(x).dx=f Y*(x). x%.P(x).dx

D’ou
+a 15 1 +a
(X?) = |A|2f x%.(a* —x*)?.dx = —— (a*x? + x® — 2a%x%).dx
—a 16a> J_,
15 1 1 2 1+e 1547 /1 1 2
XZ ___[ 4 3_|__ 7__ 2.5 =2__(_+___)
) =@ 3> 7% —59% | =213 7 75
Donc
(X?) =za®
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+0oo oo 62
(sz>=f ll’*(x)-szw(x)-dx:—hzf (%) all;(zx).dx
D’ou
e 15 1 1 1+e
2y — 52| 4|2 2 2 IS 1 N PP
(P?) = 2h?|A| f_a (a® — x?).dx = 2h 16a5[ax x ]_a
15a3 1
2\ — 2" =
(P?) = 2h 8a5<1 3)
Donc
5 h?
(sz>=5;

7. Ecart quadratiques moyens.

AX = (X?) —(X)? = \/—17a

5h
AP, = /(sz)— (P2 = |5~

8. Principe d’incertitude de Heisenberg.

5 h
AXAPx = ﬁh >E
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