CORRIGE DE L'EPRELIVE SEMESTRIELLE Mardi 28/06/2016

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
CORRIGE DE L’EPREUVE DE RATTRAPAGE

MODULE : MECANIQUE QUANTIQUE.

EXERCICE 01: (10 points)

V(x) =V, pour x € ]—00,—a/2]
Vix)=0 pour x€[—a/2,+a/2] |4
V(ix) =V, pour x €[+a/2,+oo]
X X X
1. Equation de Schrodinger indépendante du temps. 1) “ () #3(x)
hZ
~ 5 Ap() + V(®).0() = E.0(x) Ve Ve
En remplagant E<vV
h? d?p(x) | e R S 4 R S
Zone 1: —%7+VO.¢1(x)=E.gol(x)
h? d?e,(x
Zone 2 : ——(p—Z():E.(pz(x)
2m  dx? 0 2
2 42 —a/2 +a/
h* d*s(x)
Zone 3 : —%W‘H/O-(Ps(x) =E.¢p3(x) Zone 1 Zone 2 Zone 3
Dont les solutions sont (E < V)

p1(x) = A;.eP* + B;.e™P*
@o(x) = Ay.e™* + B, eHkx
@3(x) = A3.eP* + B3.e™P*
B;.e™P* > 400 pour x — —oo

Les ondes amplifiées {A3.epx—>+oo pour x - +o

p1(x) = Aj.eP*

donc B; =0 et A3=0

0,(x) = Ay e + B, e~kx|  avec |k =+2m.E/h2| ; |p=+/2m.(V,—E)/h?

@3(x) = Bg.e™P*

2. Détermination des constantes

Continuité de la fonction d’ondeen x = —a/2.

.ka .ka

pa
o (x=—a/2)=p,(x=—a/2) = Ape 2 =A,e "2 +B,e" 7 ...

Continuité de la dérivée premiére de la fonction d’ondeen x = —a/2

p1(x=—a/2) =@j(x =—a/2) avec { @1(x) = pA;.eP*

Donc

pa ka ka
%Al.e_T =A, e 2 —Byet'Z . ......(2)

Continuité de la fonction d’ondeen x = +a/2

ka pa

.ka .
p,(x=+a/2)=ps(x=+a/2) = A,e™Z +B,e™"Z =Bze” 2 ...

€y

@5 (x) = ik(Ay.e™* — B,. e7thx)

(3)
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En faisant lasomme (1) + (2)

_jka _pPa + ik —(p—i) &
24,77 = A,.e z.(1+%) = A2=(p ).Ale (p=ile)

En faisant la différence (1) — (2)

ka pa — ik N}
ZBZ.BHT = Al_e_T_ (1 —ﬁ) = BZ - _ (p )lAle—(pﬂk)E

En remplacant dans (3)

. j i — , k

Donc

(pZik )'Ale”m B (pzuc )'Ale_”‘“ = ﬂAl{(p +ik)e*e — (p — ik)e~*?} = B,

Et finalement

B; = A;. (% sin(ka) + cos(ka))

3. Condition de normalisation. (permet de calculer A;)

+ 00

+00 —-a/2 +a/2
f I (x, O)[2dx = f 0100 01 (). dx + f 0300, 92(0). dx + f 9500 (). dx = 1

—a/2 +a/2

4. Condition de quantification.

Continuité de la dérivée premiére de la fonction d'ondeen x = +a/2

@5 (x) = ik(A,. e™** — B,. e7x)

2(x=+4+a/2) = p3(x =+a/2
¢2(x =+a/2) = g3(x = +a/2) avec {(pé(x)z_p33_e_px

Donc
P _pa ka _ika
——kB3e 2 =A2.e+12 _Bze lz
[

Enremplagant A,, B, et B3 dans cette équation, nous avons

pa + ik \a ka — ik o .a ka
—ﬁAl. (gsin(ka) + cos(ka)) e 2 = (p ).Ale_(p_lk)f.eHT + (p ).Ale_(p+lk)7.e_L7

ik 2ik 2ik
Donc
P _(P + ik ika (,0 _ ik) —ika
p. (k sin(ka) + cos(ka)) = ( > ).e + > .e

Et

p . k.

Esm(ka) + cos(ka) = Esm(ka) — cos(ka)
Finalement

2kp
tan(ka) = kz——pz

Avec k=.2m.E/h? et p=\/2m.(VO—E)/h2
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EXERCICE 02 : (10 points)

Normalisation :
+00 +00 +o 1
2 — * — 2 —
f_w Il[)(X)l dx = f_w l,l) (X)I,U(X)dx =1 = N J._oo mdx =1
En utilisant le changement de variable
x=a.tan(d) = dx =a.df/cos?f avec —w<x<+00 = —n/2<0<+m/2
Nous obtenons
Nz J~+oo 1 = Nz J~+TE/2 a do _,
e (Xx2+a?)? x= _ny2 (@%.tan? 6 + a?)? cos? 6
D’ou
NZ +1/2 1 do NZ +1/2
— =— 20.do =1
a3 f—n/z (tan? 6 + 1)2cos?260 a3 f—n/z cos
En utilise
tan?0 +1=1/cos?8 et cos?8 = (1+ cos26)/2
N2 [m/2 g sin 2077™/2
— (1+c0529).d6=—[9+ ] =1
2a3 —71'/2 2a3 2 _7-[/2
Finalement
N?m L N 2a3 . ) 2a3 1
_— = = = R = _
2a3 T € Yl T x2%+ a?

2. Probabilité de présence :

+a 3 +a
P(—a <x < +a) = f Y (x).P(x).dx = 2%.[ !

———=dx
2 232
o (X% +a?)
En utilisant le méme changement de variable

x=a.tan(fd) = dx =a.df/cos’6 avec —-a<x<+a = -n/4<0<+m/4
Nous obtenons
2a3f+°° 1 e = 2a3f+"/4 a do
T J_o (X% 4 a?)? = —nsa (@%.tan? 6 + a?)? cos? 0
D’ou
2 +1/4 1 do 2 +1/4 )
— =— 6.do
nf_ﬂ/4 (tan? 6 + 1)? cos? 6 nf_nM €08
En utilise
tan?0 +1=1/cos?’68 et cos?0 = (1+ cos20)/2
+1/4 1 sin2077™* 1 @
—f (1+c0520).d0=—[6+ ] =—(5+1)
TJ_n/4 T 2 I_gs m\2
Finalement

1 1
P(—anS+a) = (E-I';) = 0,818
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3. Valeurs moyennes (X) et (P)

+oo +0o0

(X) =f w*(x).le(x).dx=f Y (x). xp(x). dx

Donc
2a3 teo X a3 +00
= —_— = — 2 2\—-2
W= ]_oo (x2+a2)2dx T f_m 2x.(x" + a’)™". dx
3
W= a M do
" e hdp@)
) :f (). Pp(x). dx :f 'ub*(x)-? e .dx
Comme
dp(x)  [2a® —2x
dx | m (x2+ a?)?
Donc
2(13 h +oo —2x a3 h
= —_— e J—— 2 2\—271+0co LN —
== if_oo rar T G R k= dod (P)=0

4. Valeur moyenne (X?)

+o00 +o00

(X% =1 ¥ ).X*PC).dx = | P (x).x*P(x).dx

Donc
2a3 +0oo xZ
X%y = — ——dx
(X5 T J_o (x%+4 a?)?

En utilisant le changement de variable

x=a.tan(d) = dx=a.df/cos’6 avec —-ow<x<+0 =D -—/2<0<+n/2
Nous obtenons
(x?) = 2a3 [+ x? B 2a3 ]J’”/z a’.tan%0.a do
o ) (x2+a?)? S —ny2 (a®.tan? 6 + a?)? cos? 0
D’ol
2a2 +71/2 tanZ 0 do 2a2 +71/2 2(12 +71/2
— 5 5= =—f tan® 0 .cos? 6.d0 = — sin® 0.d6
T J_p, (tan?6 +1)2cos?80 m J ./ T J_ns
En utilise
tan?0 +1=1/cos? et sin?6 = (1—cos20)/2
a2 +m/2 a2 sin 29 +1/2
<X2>=—f (1—00529).d9=—[9— ]
T J_r/2 T 2 -1/2
Finalement

5. Ecart quadratique moyen

AX = J(X2) — (X)2 > |ax=JX%=a
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