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FACULTÉ DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES 

CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE DE RATTRAPAGE 
MODULE : MÉCANIQUE QUANTIQUE. 

 
EXERCICE 01: (10 points) 

ቐ
(ݔ)ܸ = ଴ܸ         pour           ݔ ∈ ]−∞, − ܽ 2⁄ ]
(ݔ)ܸ = 0          pour      ݔ ∈ [− ܽ 2⁄ , + ܽ 2⁄ ]
(ݔ)ܸ = ଴ܸ        pour            ݔ ∈ [+ ܽ 2⁄ , +∞[

� 

1. Equation de Schrödinger indépendante du temps. 

−
ℏଶ

2݉
(ݔ)߮∆ + .(ݔ)ܸ (ݔ)߮ = .ܧ  (ݔ)߮

En remplaçant 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
1 ݁݊݋ܼ⎧ ∶        −

ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଵ(ݔ)

ଶݔ݀ + ଴ܸ. ߮ଵ(ݔ) = .ܧ ߮ଵ(ݔ)

2 ݁݊݋ܼ ∶                               −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଶ(ݔ)

ଶݔ݀ = .ܧ ߮ଶ(ݔ)

3 ݁݊݋ܼ ∶        −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଷ(ݔ)

ଶݔ݀ + ଴ܸ. ߮ଷ(ݔ) = .ܧ ߮ଷ(ݔ)

� 

Dont les solutions sont  (ܧ < ଴ܸ) 

ቐ
߮ଵ(ݔ) = .ଵܣ ݁ఘ௫ + .ଵܤ ݁ିఘ௫

߮ଶ(ݔ) = .ଶܣ ݁௜௞௫ + .ଶܤ ݁ି௜௞௫

߮ଷ(ݔ) = .ଷܣ ݁ఘ௫ + .ଷܤ ݁ିఘ௫

� 

Les ondes amplifiées      ൜ܤଵ. ݁ିఘ௫ → +∞     pour    ݔ → −∞
.ଷܣ ݁ఘ௫ → +∞      pour    ݔ → +∞

�     donc   ܤଵ = 0   et   ܣଷ = 0 

ቐ
߮ଵ(ݔ) = .ଵܣ ݁ఘ௫                      
߮ଶ(ݔ) = .ଶܣ ݁௜௞௫ + .ଶܤ ݁ି௜௞௫

߮ଷ(ݔ) = .ଷܤ ݁ିఘ௫                     
�        avec      ݇ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄     ; ߩ      = ඥ2݉. ( ଴ܸ − (ܧ ℏଶ⁄  

 
2. Détermination des constantes 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = − ܽ 2⁄ . 

߮ଵ(ݔ = − ܽ 2⁄ ) = ߮ଶ(ݔ = − ܽ 2⁄ )      ⇒ .ଵܣ       ݁ିఘ௔
ଶ = .ଶܣ ݁ି௜௞௔

ଶ + .ଶܤ ݁ା௜௞௔
ଶ  … … … … (1) 

Continuité de la dérivée première de la fonction d’onde en  ݔ = − ܽ 2⁄  

߮ଵ
ᇱ ݔ) = − ܽ 2⁄ ) = ߮ଶ

ᇱ ݔ) = − ܽ 2⁄ )      avec     ቊ
߮ଵ

ᇱ (ݔ) = .ଵܣߩ ݁ఘ௫

߮ଶ
ᇱ (ݔ) = ݅݇൫ܣଶ. ݁௜௞௫ − .ଶܤ ݁ି௜௞௫൯

�   

Donc  
ߩ
݅݇

.ଵܣ ݁ିఘ௔
ଶ = .ଶܣ ݁ି௜௞௔

ଶ − .ଶܤ ݁ା௜௞௔
ଶ      … … … … (2) 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = + ܽ 2⁄  

߮ଶ(ݔ = + ܽ 2⁄ ) = ߮ଷ(ݔ = + ܽ 2⁄ )      ⇒ .ଶܣ       ݁ା௜௞௔
ଶ + .ଶܤ ݁ି௜௞௔

ଶ = .ଷܤ ݁ିఘ௔
ଶ  … … … … (3) 

  

଴ܸ 

ܸ 

0 − ܽ 2⁄  + ܽ 2⁄  x 

 2 ݁݊݋ܼ 1 ݁݊݋ܼ

 

߮ଵ(ݔ) ߮ଶ(ݔ) 

 3 ݁݊݋ܼ

߮ଷ(ݔ) 

଴ܸ 

ܧ < ଴ܸ 
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En faisant la somme  (1) + (2) 

.ଶܣ2 ݁ି௜௞௔
ଶ = .ଵܣ ݁ିఘ௔

ଶ . ቀ1 +
ߩ
݅݇

ቁ        ⇒ ଶܣ        = ൬
ߩ + ݅݇

2݅݇
൰ . ଵ݁ି(ఘି௜௞)௔ܣ

ଶ  

En faisant la différence  (1) − (2) 

.ଶܤ2 ݁ା௜௞௔
ଶ = .ଵܣ ݁ିఘ௔

ଶ . ቀ1 −
ߩ
݅݇

ቁ        ⇒ ଶܤ        = − ൬
ߩ − ݅݇

2݅݇
൰ . ଵ݁ି(ఘା௜௞)௔ܣ

ଶ  

En remplaçant dans (3) 

൬
ߩ + ݅݇

2݅݇
൰ . ଵ݁ି(ఘି௜௞)௔ܣ

ଶ . ݁ା௜௞௔
ଶ − ൬

ߩ − ݅݇
2݅݇

൰ . ଵ݁ି(ఘା௜௞)௔ܣ
ଶ . ݁ି௜௞௔

ଶ = .ଷܤ ݁ିఘ௔
ଶ  

Donc  

൬
ߩ + ݅݇

2݅݇
൰ . ଵ݁௜௞௔ܣ − ൬

ߩ − ݅݇
2݅݇

൰ . ଵ݁ି௜௞௔ܣ =
1

2݅݇
ߩ)ଵ൛ܣ + ݅݇)݁௜௞௔ − ߩ) − ݅݇)݁ି௜௞௔ൟ =  ଷܤ

Et finalement 

ଷܤ = .ଵܣ ቀ
ߩ
݇

sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቁ  

 
3. Condition de normalisation. (permet de calculer ܣଵ) 

න ,ݔ)߰| ݔଶ݀|(ݐ
ାஶ

ିஶ
= න ߮ଵ

.(ݔ)∗ ߮ଵ(ݔ). ݔ݀
ି௔ ଶ⁄

ିஶ
+ න ߮ଶ

.(ݔ)∗ ߮ଶ(ݔ). ݔ݀
ା௔ ଶ⁄

ି௔ ଶ⁄
+ න ߮ଷ

.(ݔ)∗ ߮ଷ(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ା௔ ଶ⁄
= 1 

 
4. Condition de quantification. 

Continuité de la dérivée première de la fonction d’onde en  ݔ = + ܽ 2⁄  

߮ଶ
ᇱ ݔ) = + ܽ 2⁄ ) = ߮ଷ

ᇱ ݔ) = + ܽ 2⁄ )      avec     ቊ߮ଶ
ᇱ (ݔ) = ݅݇൫ܣଶ. ݁௜௞௫ − .ଶܤ ݁ି௜௞௫൯

߮ଷ
ᇱ (ݔ) = .ଷܤߩ− ݁ିఘ௫                      

�   

Donc  

−
ߩ
݅݇

.ଷܤ ݁ିఘ௔
ଶ = .ଶܣ ݁ା௜௞௔

ଶ − .ଶܤ ݁ି௜௞௔
ଶ   

En remplaçant   ܣଶ,  ଷ     dans cette équation, nous avonsܤ ଶ  etܤ

−
ߩ
݅݇

.ଵܣ ቀ
ߩ
݇

sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቁ . ݁ିఘ௔
ଶ = ൬

ߩ + ݅݇
2݅݇

൰ . ଵ݁ି(ఘି௜௞)௔ܣ
ଶ . ݁ା௜௞௔

ଶ + ൬
ߩ − ݅݇

2݅݇
൰ . ଵ݁ି(ఘା௜௞)௔ܣ

ଶ . ݁ି௜௞௔
ଶ  

Donc  

.ߩ− ቀ
ߩ
݇

sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቁ = ൬
ߩ + ݅݇

2
൰ . ݁௜௞௔ + ൬

ߩ − ݅݇
2

൰ . ݁ି௜௞௔ 

Et 
ߩ
݇

sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ) =
݇
ߩ

sin(݇ܽ) − cos(݇ܽ) 

Finalement  

tan(݇ܽ) =
ߩ2݇

݇ଶ − ଶߩ  

Avec      ݇ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄     et    ߩ = ඥ2݉. ( ଴ܸ − (ܧ ℏଶ⁄  
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EXERCICE 02 : (10 points) 

(ݔ)߰ =
ܰ

ଶݔ + ܽଶ 

Normalisation :  

න ݔଶ݀|(ݔ)߰|
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= 1      ⇒        ܰଶ න

1
ଶݔ) + ܽଶ)ଶ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= 1 

En utilisant le changement de variable    

ݔ  = ܽ. tan(ߠ)       ⇒ ݔ݀        = ܽ. ߠ݀ cosଶ ⁄ߠ       avec       −∞ < ݔ < +∞      ⇒       − ߨ 2⁄ < ߠ < + ߨ 2⁄    

Nous obtenons 

ܰଶ න
1

ଶݔ) + ܽଶ)ଶ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= ܰଶ න

ܽ
(ܽଶ. tanଶ ߠ + ܽଶ)ଶ

ߠ݀
cosଶ ߠ

ାగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
= 1 

D’où 
ܰଶ

ܽଷ න
1

(tanଶ ߠ + 1)ଶ
ߠ݀

cosଶ ߠ

ାగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
=

ܰଶ

ܽଷ න cosଶ ߠ . ߠ݀
ାగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
= 1 

En utilise 
tanଶ ߠ + 1 = 1 cosଶ ⁄ߠ       et      cosଶ ߠ = (1 + cos (ߠ2 2⁄  

ܰଶ

2ܽଷ න (1 + cos .(ߠ2 ߠ݀
ାగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
=

ܰଶ

2ܽଷ ൤ߠ +
sin ߠ2

2
൨

ିగ ଶ⁄

ାగ ଶ⁄

= 1 

Finalement  

ܰଶߨ
2ܽଷ = 1      ⇒              ܰ = ඨ2ܽଷ

ߨ
         et       ߰(ݔ) = ඨ2ܽଷ

ߨ
1

ଶݔ + ܽଶ  

 
2. Probabilité de présence : 

ܲ(−ܽ ≤ ݔ ≤ +ܽ) = න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ ݔ݀
ା௔

ି௔
=

2ܽଷ

ߨ
න

1
ଶݔ) + ܽଶ)ଶ ݔ݀

ା௔

ି௔
 

En utilisant le même changement de variable    

ݔ  = ܽ. tan(ߠ)       ⇒ ݔ݀        = ܽ. ߠ݀ cosଶ ⁄ߠ       avec       −ܽ < ݔ < +ܽ      ⇒       − ߨ 4⁄ < ߠ < + ߨ 4⁄    

Nous obtenons 
2ܽଷ

ߨ
න

1
ଶݔ) + ܽଶ)ଶ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
=

2ܽଷ

ߨ
න

ܽ
(ܽଶ. tanଶ ߠ + ܽଶ)ଶ

ߠ݀
cosଶ ߠ

ାగ ସ⁄

ିగ ସ⁄
 

D’où 
2
ߨ

න
1

(tanଶ ߠ + 1)ଶ
ߠ݀

cosଶ ߠ

ାగ ସ⁄

ିగ ସ⁄
=

2
ߨ

න cosଶ ߠ . ߠ݀
ାగ ସ⁄

ିగ ସ⁄
 

En utilise 
tanଶ ߠ + 1 = 1 cosଶ ⁄ߠ       et      cosଶ ߠ = (1 + cos (ߠ2 2⁄  

1
ߨ

න (1 + cos .(ߠ2 ߠ݀
ାగ ସ⁄

ିగ ସ⁄
=

1
ߨ

൤ߠ +
sin ߠ2

2
൨

ିగ ସ⁄

ାగ ସ⁄

=
1
ߨ

ቀ
ߨ
2

+ 1ቁ 

Finalement  

ܲ(−ܽ ≤ ݔ ≤ +ܽ) = ൬
1
2

+
1
ߨ

൰ = 0,818  
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3. Valeurs moyennes   〈ࢄ〉  et   〈ࡼ〉 

〈ܺ〉 = න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ܺ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ݔ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺ〉 =
2ܽଷ

ߨ
න

ݔ
ଶݔ) + ܽଶ)ଶ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
=

ܽଷ

ߨ
න .ݔ2 ଶݔ) + ܽଶ)ିଶ. ݔ݀

ାஶ

ିஶ
  

 〈ܺ〉 =
ܽଷ

ߨ
ଶݔ)−] + ܽଶ)ିଵ]ିஶ

ାஶ                dʹoù             〈ܺ〉 = 0  

 

〈ܲ〉 = න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ܲ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰

ℏ
݅

(ݔ)߰݀
ݔ݀

. ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

Comme 

(ݔ)߰݀
ݔ݀

= ඨ2ܽଷ

ߨ
ݔ2−

ଶݔ) + ܽଶ)ଶ 

Donc 

〈ܲ〉 =
2ܽଷ

ߨ
ℏ
݅

න
ݔ2−

ଶݔ) + ܽଶ)ଷ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
=

ܽଷ

ߨ
ℏ
݅

ଶݔ)] + ܽଶ)ିଶ]ିஶ
ାஶ           dʹoù             〈ܲ〉 = 0  

 
4. Valeur moyenne   〈ࢄ૛〉  
 

〈ܺଶ〉 = න .(ݔ)∗߰ ܺଶ߰(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)ଶ߰ݔ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺଶ〉 =
2ܽଷ

ߨ
න

ଶݔ

ଶݔ) + ܽଶ)ଶ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

En utilisant le changement de variable    

ݔ  = ܽ. tan(ߠ)       ⇒ ݔ݀        = ܽ. ߠ݀ cosଶ ⁄ߠ       avec       −∞ < ݔ < +∞      ⇒       − ߨ 2⁄ < ߠ < + ߨ 2⁄    

Nous obtenons 

〈ܺଶ〉 =
2ܽଷ

ߨ
න

ଶݔ

ଶݔ) + ܽଶ)ଶ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
=

2ܽଷ

ߨ
න

ܽଶ. tanଶ ߠ . ܽ
(ܽଶ. tanଶ ߠ + ܽଶ)ଶ

ߠ݀
cosଶ ߠ

ାగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
 

D’où 
2ܽଶ

ߨ
න

tanଶ ߠ
(tanଶ ߠ + 1)ଶ

ߠ݀
cosଶ ߠ

ାగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
=

2ܽଶ

ߨ
න tanଶ ߠ . cosଶ ߠ . ߠ݀

ାగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
=

2ܽଶ

ߨ
න sinଶ ߠ . ߠ݀

ାగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
 

En utilise 
tanଶ ߠ + 1 = 1 cosଶ ⁄ߠ       et      sinଶ ߠ = (1 − cos (ߠ2 2⁄  

〈ܺଶ〉 =
ܽଶ

ߨ
න (1 − cos .(ߠ2 ߠ݀

ାగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
=

ܽଶ

ߨ
൤ߠ −

sin ߠ2
2

൨
ିగ ଶ⁄

ାగ ଶ⁄

 

Finalement  
〈ܺଶ〉 = ܽଶ  

5. Ecart quadratique moyen 

∆ܺ = ඥ〈ܺଶ〉 − 〈ܺ〉ଶ             ⇒        ∆ܺ = ඥ〈ܺଶ〉 = ܽ    


