CORRIGE DE L'EPRELIVE DE RATTRAPAGE Jeudi 22/06/2017

FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
CORRIGE DE L’EPREUVE DE RATTRAPAGE

MODULE : MECANIQUE QUANTIQUE.

EXERCICE 01: (10 points)
1. Fonction d’onde.

a a
V(x)=0 pour xE€ [—§,+§] ; V(x) =+ sinon
On fait le changement de variable suivant: x' = x + (a/2)
D’ou
V(x)=0 pour x"€[0,a] ; V(') =+c sinon

La fonction d’onde est nulle dans les zones ol le potentiel est infini
PYx) =0 pour x' €]—,0]U [a,+o[
Il nous reste a calculer la fonction d’onde dans la zone ot x’ € [0, a].

L’équation de Schrédinger : (V(x") = 0)
h? d*P(x')
2m  dx'?

=EyK)

La solution est de la forme :

Y(x') = A.etikx’ 4 g gikx' avec k =+/2m.E/h?

Condition de continuité en x' =0: Yx'=0)=0 = A+B=0 et A=-B

En remplagant dans la fonction d’'onde : ¥(x") = A. 2i.sin(k.x")

Condition de continuité en x' =a: YPx'=a)=0 = A.2i.sin(k.a) =0

YA N .
Donc k= TLE ou n est un entier naturel non nul.

La constante A est calculée a partir de la condition de normalisation.

+0oo a
| wenrax = [ pranpen.dx =1
—o0 0
Donc
a a
4|A|2] sin?(k.x").dx' = 2|A|2] 1—cos(Zk.x").dx' =1
0 0

En intégrant

sin(2k. x")]*
2|A|? [x’—%] =2|A]%.a=1 avec ka = nm
0
D'ou |A| =1/v2a donc A s’écrit sous la forme A=]Al.e'® = (1/\/2a)ei¢

Et la fonction d’onde.
. T
Y = (\/Z/a).el(¢+7).sin(k.x’)
el(P+71/2) ast un facteur de phase global qui n’influe pas sur le module de ¥(x"), donc
N _ : n I
Y, (x") = (w/Z/a).sm (nax )

Et en remplagant x' = x + (a/2), nous trouvons

Yp(x) = (\/Z_/a).sin (n%x + n%)
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2. Equation de Schrodinger.
h? d*y, (x)
2m  dx?
Avec (V = 0) alintérieur de la boite de potentiel (—a/2 <x < +a/2)
En dérivant

+ V. (x) = Ep. 1Py (x)

—d2;/);2(x) = — (ng)z (\/Z/_a) .sin (n%x + ng) =- (ng)z Y, (x)

Et en remplacant dans I’équation de Schrodinger

h2m?

_ 2
B Zm.azn

n

3. Ondit que I'énergie de la particule dans la boite de potentiel est quantifiée.

4. Normalisation

+0o +a/2
W) = | a0 dx = [ .00 dx
—© -a/2
+a/2 +a/2
(WYn, ) = z-f—a/z sin? (n%x + ng).dx = Ef—a/z 1 —cos (anx + mr).dx

2 2 2nm

Y ) = %[x - %sin (anx + nn)]+a/2 _1 ((E - (— E)) S (sin(nm + nm) — sin(nw — nm))

-a/2 a
Ce qui donne

(wn' lpn) =1

Les états P, (x) sont donc normés.

Orthogonalité

+00 +a/2
) = | V2P Cdx = [ 00000, (n )
—© -a/2
+00
(lpn'lpn’):%f sin(n§x+ng).sin(n’gx+n’g).dx
En utilisant -
2.sina.sin B = cos(a — B) — cos(a + B)
Nous avons
+a/2 +a/2

(R éf_a/z cos ((n — n')gx +(n— n’)%).dx — %f—a/z cos ((n + n’)gx +(n+n) g).dx

(WY ) = a (4 (sin((n —n")m) — sin(O))) —a (ﬁ (sin((n + n')m) — sin(O)))

(n—n"m
Et donc

(Wn, ) =0 (m#n")

Les états Y, (x) sont donc orthogonaux.
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5. Valeur moyenne de I'opérateur impulsion P, pour un état 1,(x) normé.

+a/2
B = [ 90 Papn ). ax

—a/2
(P) = 2]:;:2 sin (n%x + ng) .?%(sin (ngx + ng)).dx
(P) = ?E(ng) f:j:z sin (n%x + ng).cos (n%x + n%).dx
D’ou
(P) = ?% E sin® (ngx + ng)]i:jz = ?2 (sin?(nm) — sin?(0)) = (P)=0

Valeur moyenne de I'opérateur P,% pour un état ,,(x) normé.

+a/2
(P2) = f (). P24 (). dx

—-a/2
(PZ) = Ef::/l:z sin (ngx + ng) ) (—hz)dd—;(sin (n%x + ng)).dx
(P?) = Zszz(ng)Z f+a/2 sin (ngx + ng).sin (ngx + ng).dx

-a/2
Comme I'état Y, (x) est normé, nous avons

+a/2 T T

2 .
WP Py) = Ef—a/z sin? (nax + ni).dx =1
D’ou

(P?) = h? (ng)2 = n2k?

Nous aurions pu trouver le méme résultat en utilisant I'opérateur Hamiltonien

(HYy =(T) + (V) =(T) puisque V=0

(P?)
H) = =E
(H)=—"=Ey,
D’ou
27.[2
(PZ) = 2m.E, = n?
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EXERCICE 02 : (10 points)

r Ke? h2
Y15(r) = N.exp (— a_) ; Eig=—— avec ag =

0 2a, m.Ke?

1. Normalisation

f Yi (). P (). d3r =1
espace

+o00 T 2T
f f PYis(r). Y15(r).7%.sin 0. drdfde = 1
0 0 YO

+o0

+0oo T 21
f f f |N|2e~27/a0 12 sin 6 .drdfdg = 4n|N|2f r2.e"2r/% gy =1
o Jo Yo 0

On utilise
+oo n!
f x™exp(—a.x).dx = )
0
Alors
NP~ = 2IN|2.a
A|N|* ————= =m|N|*.ag =1
(2/a)3 0
D’ou
1 1 T
IN| = et ) =——exp(-—)
Qo

’ 3
T.ag

2. Energie moyenne de I'opérateur Hamiltonien H.

/ 3
. ag

(H) = f Vi) Hpps (). avec  Hipng(r) = Eyg.ihrs(r)
espace

Puisque I'énergie E; est constante et I'état ,,(r) est normé, alors :

W= [ B0 et (H) = Fiyy

espace

3. Valeur moyenne de I'opéraeur énergie cinétique T al'état normé vY,.(r).

p2 72

T=o—=-o-A
En coordonnées sphériques le Laplacien A s'écrit
92 290 1 92 1 0 1 02
a2 " ror 77302 T 7tan0 00 ' 1Zsin? 0 92
Mais comme la fonction ,,(r) ne dépend que de r.

621/115(7‘) n 361/115(7') _

A=

2

. ~ 1 2/ 1
Vs(r) = g T = (o) ) 4 () )
Et
h? h2 1 2
T5(r) = —%N/)m(?’) = _m(ﬂl—o - ;) P15(r)

Et la valeur moyenne
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(T) = f Y1 (). Ty (). dPr
espace

Donc

hZ too T 2T 1 2
- _ x - _= 2 o
(T) = 2ma0J; fo J; Yis(). (ao r) Y15(r).r4.sin 0 . drdfde

Qui peut étre écrite sous la forme d’'une somme de deux intégrales

hz +00 ~TT 2T
(T) =— zf f P1s(M). P5(r). 7% sin 0 . drdfde
2mag Jo 0o Jo
hz +00 ~TT (2T
+—f j f Y1) Y15(r).r.sin 6 .drdOd e
mag Jy 0 Jo
Avec
400 ~TT 2T
f f f Yis(). P15().72.5in 0 . drdfde = 1 (normalisation)
0 0 Jo
Et
400 ,m 2m 4 (T® 4 1! 1
1< (). (r).r.sin@.drd8de = f r.e 2/ dr = — " =
J;) L 0 1/11.5‘ ) 1/115 ) (p 1I. a(?; o ag (Z/ao)z aO
Donc
(T) = n 1+ L = (T) = ne
~ 2ma3  maga, ~ 2ma?

4. Valeur moyenne du potentiel.
(H) =(T) + (V) = Exg
On peut écrire
h? mK?e*
2mag ~ 2h2

Comme ay = h?/m,Ke?, nous avons donc

W) = h? Ke? B Ke?
- 2ma? 2a, @ a
v Ke? W) X 2(1) Ke? (1) 1
= - — = = — —_) = - — = —_) = —
R ¢ 'R aq R~ a
5. Valeur moyenne de I'opérateur position radiale (R).
Ry = [ iR ).dr
espace
D’ol
+oo AT 2T
(R) :f f Yi(r). 1.5 (r).72.sin 0. drdode
o Jo Jo
Et
4 3!

too ~m 2T A1t oo
(R) = f f j r3.e7%"/% sin @ .drdfde = 3] r3.e”%"/ dr =
o Jo Jo 0

m.al m.ag (2/ag)*

Donc

3
(R)=§a0
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6. Probabilité de présence dans une sphére de rayon (2ay).

2a9 M 2T
P(0<r<4ay) = f f f Yis(). P15().72.5in 0 . drdode
o Jo Jo
D’ou
41

Zao
3f r2.e"2r/a0 dr
m.ay J

P(0 <r <4ay) =

Qui s’intégre par parties

4a, e—27/a0 2a9 2a, 2a,
f r2.e721/% dr = [rz ] + aof r.e 2/ dr = —2.a3.e7* + aof r.e~2m/a0_dr
0 —2/aq 0 0 0
2ag e—2r/a0 2a9 a 2ay a e—2r/a0 2a9
] r.e"2r/% dr = [r ] + —0] e~2/% dr = —a3.e~* +—O[ ]
0 —2/aq |, 2 ), 2 |=2/a0],
Donc
4(10 a2 5 a2
r.e /% dr = —a2.e”* —2(e7* —1) = ——al.e"t + -
| Gt =Rt -1 = S ahe + 2
4ao 5 al 13 ad
r2.e72/a0 dr = —2. a3 et —Zadet+—=—"gdet+ 2
fo 0 47 4 4 0 4
En remplagant
4 [ 13 a
P(0<r<2ay = ——adet+2)=1-13.¢*
( o) .ag< 4 0 4
Et
|P(0 <1 < 2ay) =0,7619)
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