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EXERCICE 01: (10 points) 

ቐ
(ݔ)ܸ = 0        pour    ݔ ∈ [−2ܽ, −ܽ] ∪ [+ܽ, +2ܽ]
(ݔ)ܸ = ଴ܸ       pour              ݔ ∈ [−ܽ, +ܽ]                 
(ݔ)ܸ = +∞                              ailleur                          

� 

1. Equation de Schrödinger indépendante du temps. 

−
ℏଶ

2݉
(ݔ)߮∆ + .(ݔ)ܸ (ݔ)߮ = .ܧ  (ݔ)߮

En remplaçant 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
1 ݁݊݋ܼ⎧ ∶                          −

ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଵ(ݔ)

ଶݔ݀ = .ܧ ߮ଵ(ݔ)

2 ݁݊݋ܼ ∶   −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଶ(ݔ)

ଶݔ݀ + ଴ܸ. ߮ଶ(ݔ) = .ܧ ߮ଶ(ݔ)

3 ݁݊݋ܼ ∶                          −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଷ(ݔ)

ଶݔ݀ = .ܧ ߮ଷ(ݔ)

� 

Et 

(ݔ)߮ = 0                              ailleur  

Dont les solutions sont pour ܧ < ଴ܸ : 

ቐ
߮ଵ(ݔ) = .ଵܣ ݁ା௜௞௫ + .ଵܤ ݁ି௜௞௫

߮ଶ(ݔ) = .ଶܣ ݁ାఘ௫ + .ଶܤ ݁ିఘ௫

߮ଷ(ݔ) = .ଷܣ ݁ା௜௞௫ + .ଷܤ ݁ି௜௞௫

�        avec      ݇ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄      et      ߩ = ඥ2݉. ( ଴ܸ − (ܧ ℏଶ⁄  

 
 
2. Détermination des constantes 
Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = −2ܽ. 

߮ଵ(ݔ = −ܽ) = 0     ⇒ .ଵܣ       ݁ିଶ௜௞௔ + .ଵܤ ݁ଶ௜௞௔ = 0  
Donc 

ଵܤ  = .ଵܣ− ݁ିସ௜௞௔  (1) 
 
Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = −ܽ. 

߮ଵ(ݔ = −ܽ) = ߮ଶ(ݔ = −ܽ)      ⇒ .ଵܣ       ݁ି௜௞௔ + .ଵܤ ݁ା௜௞௔ = .ଶܣ ݁ିఘ௔ + . ଶܤ ݁ାఘ௔ 

En remplaçant par l’équation (1) 

.ଵܣ ݁ି௜௞௔൫1 − ݁ିଶ௜௞௔൯ = .ଶܣ ݁ିఘ௔ + . ଶܤ ݁ାఘ௔ 
Ou 

.ଶܣ  ݁ିఘ௔ + . ଶܤ ݁ାఘ௔ = .ଵܣ2݅ ݁ିଶ௜௞௔. sin(݇ܽ) (2) 
 
  

଴ܸ 

ܸ 

−ܽ 0 +2ܽ
ܸ(

(ݔ
=

+
∞

 

ܸ(
(ݔ

=
+

∞
 

 2 ݁݊݋ܼ 1 ݁݊݋ܼ
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 3 ݁݊݋ܼ
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Continuité de la dérivée première de la fonction d’onde en  ݔ = −ܽ. 

�݀߮ଵ(ݔ)
ݔ݀

ቤ
௫ୀି௔

= �݀߮ଶ(ݔ)
ݔ݀

ቤ
௫ୀି௔

 

Donc  
݅݇൫ܣଵ. ݁ି௜௞௔ − .ଵܤ ݁ା௜௞௔൯ = .ଶܣ)ߩ ݁ିఘ௔ − . ଶܤ ݁ାఘ௔) 

En remplaçant par l’équation (1) 

.ଶܣ ݁ିఘ௔ − . ଶܤ ݁ାఘ௔ =
݅݇
ߩ

.ଵܣ ݁ି௜௞௔൫1 + ݁ିଶ௜௞௔൯ 

Et 

.ଶܣ  ݁ିఘ௔ − . ଶܤ ݁ାఘ௔ = 2
݅݇
ߩ

.ଵܣ ݁ିଶ௜௞௔ cos(݇ܽ) (3) 

 
En faisant la somme (2) + (3) 

ଶܣ = .ଵܣ݅ ݁ିଶ௜௞௔ . ݁ାఘ௔ ൬sin(݇ܽ) +
݇
ߩ

cos(݇ܽ)൰  

En faisant la différence (2) − (3) 

ଶܤ = .ଵܣ݅ ݁ିଶ௜௞௔ . ݁ିఘ௔ ൬sin(݇ܽ) −
݇
ߩ

cos(݇ܽ)൰  

 
Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = +ܽ. 

߮ଶ(ݔ = +ܽ) = ߮ଷ(ݔ = +ܽ)      ⇒ .ଶܣ       ݁ାఘ௔ + . ଶܤ ݁ିఘ௔ = .ଷܣ ݁ା௜௞௔ + .ଷܤ ݁ି௜௞௔ 

Donc  

.ଷܣ ݁ା௜௞௔ + .ଷܤ ݁ି௜௞௔ = .ଵܣ݅ ݁ିଶ௜௞௔ ൜݁ାଶఘ௔ ൬sin(݇ܽ) +
݇
ߩ

cos(݇ܽ)൰ + ݁ିଶఘ௔ ൬sin(݇ܽ) −
݇
ߩ

cos(݇ܽ)൰ൠ 

Et  

.ଷܣ  ݁ା௜௞௔ + .ଷܤ ݁ି௜௞௔ = .ଵܣ2݅ ݁ିଶ௜௞௔ ൬sin(݇ܽ) cosh(2ܽߩ) +
݇
ߩ

cos(݇ܽ) sinh(2ܽߩ)൰ (4) 

 
Continuité de la dérivée première de la fonction d’onde en  ݔ = +ܽ. 

�݀߮ଶ(ݔ)
ݔ݀

ቤ
௫ୀା௔

= �݀߮ଷ(ݔ)
ݔ݀

ቤ
௫ୀା௔

 

Donc  
.ଶܣ)ߩ ݁ାఘ௔ − . ଶܤ ݁ିఘ௔) = ݅݇൫ܣଷ. ݁ା௜௞௔ − .ଷܤ ݁ି௜௞௔൯ 

En remplaçant  

.ଷܣ ݁ା௜௞௔ − .ଷܤ ݁ି௜௞௔ =
ߩ
݇

.ଵܣ ݁ିଶ௜௞௔ ൜݁ାଶఘ௔ ൬sin(݇ܽ) +
݇
ߩ

cos(݇ܽ)൰ − ݁ିଶఘ௔ ൬sin(݇ܽ) −
݇
ߩ

cos(݇ܽ)൰ൠ 

Et 

.ଷܣ  ݁ା௜௞௔ − .ଷܤ ݁ି௜௞௔ = .ଵܣ2 ݁ିଶ௜௞௔ ቀ
ߩ
݇

sin(݇ܽ) sinh(2ܽߩ) + cos(݇ܽ) cosh(2ܽߩ)ቁ (5) 
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En faisant la somme (4) + (5) 

ଷܣ = .ଵܣ ݁ିଶ௜௞௔ ൬cosh(2ܽߩ) + sinh(2ܽߩ) ൬
݅݇
ߩ

cos(݇ܽ) +
ߩ
݇

sin(݇ܽ)൰ ݁ି௜௞௔൰  

En faisant la différence (4) − (5) 

ଷܤ = .ଵܣ ݁ିଶ௜௞௔ ൬cosh(2ܽߩ) + sinh(2ܽߩ) ൬
݅݇
ߩ

cos(݇ܽ) −
ߩ
݇

sin(݇ܽ)൰ ݁ା௜௞௔൰  

 
 
3. Condition de quantification. 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = +2ܽ. 

߮ଷ(ݔ = +2ܽ) = 0     ⇒ .ଷܣ       ݁ାଶ௜௞௔ + .ଷܤ ݁ିଶ௜௞௔ = 0  

En remplaçant par les valeurs trouvées de  ܣଷ   et  ܤଷ. 

൬cosh(2ܽߩ) + sinh(2ܽߩ) ൬
݅݇
ߩ

cos(݇ܽ) +
ߩ
݇

sin(݇ܽ)൰ ݁ି௜௞௔൰ . ݁ାଶ௜௞௔

+ ൬cosh(2ܽߩ) + sinh(2ܽߩ) ൬
݅݇
ߩ

cos(݇ܽ) −
ߩ
݇

sin(݇ܽ)൰ ݁ି௜௞௔൰ . ݁ିଶ௜௞௔ = 0 

Ce qui donne 

cosh(2ܽߩ) . cos(2݇ܽ) + ݅ sinh(2ܽߩ) ൬
݇
ߩ

cosଶ(݇ܽ) +
ߩ
݇

sinଶ(݇ܽ)൰ = 0  

 
 
4. Dans le cas où  (ࢂ૙ = ૙). 
La particule est alors dans une boite de potentiel à une dimension de largeur ܮ = 4ܽ. 
D’où les états stationnaires à l’intérieur de la boite sont 

߮௡(ݔ) =
1

√2ܽ
sin ቀ݊

ߨ
4ܽ

ቁݔ  

Les énergies de la particule sont 

௡ܧ =
ℏଶߨଶ

32݉ܽଶ ݊ଶ  

Et la condition de quantification 

݇ = ݊
ߨ

4ܽ
 

݊ étant le nombre quantique (un entier naturel non nul). 
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EXERCICE 02 : (10 points) 
1. Opérateur adjoint dans l’espace des fonctions d’ondes. 

න .(ݎ⃗)∗߮ .(ݎ⃗)߰ܣ ݀ଷݎ
ୣୱ୮ୟୡୣ

= ቆන .(ݎ⃗)∗߰ .(ݎ⃗)ା߮ܣ ݀ଷݎ
ୣୱ୮ୟୡୣ

ቇ
∗

 

Ou 

න .(ݎ⃗)∗߮ .(ݎ⃗)߰ܣ ݀ଷݎ
ୣୱ୮ୟୡୣ

= න ൫ܣା߮(⃗ݎ)൯
∗
. .(ݎ⃗)߰ ݀ଷݎ

ୣୱ୮ୟୡୣ
 

 
2. Opérateur hermétique. 
Un opérateur est dit hermétique s’il est égal à son adjoint : ܣ =  : ା. Ou bienܣ

න .(ݎ⃗)∗߮ .(ݎ⃗)߰ܣ ݀ଷݎ
ୣୱ୮ୟୡୣ

= න ൫(ݎ⃗)߮ܣ൯
∗
. .(ݎ⃗)߰ ݀ଷݎ

ୣୱ୮ୟୡୣ
 

 

3. En utilisant les propriétés suivantes de l’adjoint d’un opérateur. 

 ܣ =  ା(ାܣ)
 (ߣ. ା(ܣ = .∗ߣ  ାܣ
 (ܣ + ା(ܤ = ାܣ +  ାܤ
 (ܤܣ)ା =  ାܣାܤ

Donc 
ܣ) + ା)ାܣ = ାܣ + ା(ାܣ) = ାܣ + ܣ = ܣ +  ା               hermétiqueܣ

൫݅(ܣ − ା)൯ܣ
ା

= ାܣ)݅− − (ା(ାܣ) = ାܣ)݅− − (ܣ = ܣ)݅ −  ା)               hermétiqueܣ
ା(ାܣܣ) = ାܣା(ାܣ) =  ା               hermétiqueܣܣ

 
 
 

ቐ
(ݔ)߰ = .ܣ ݔ) ܽ⁄ )                   pour              ݔ ∈ [0, +ܽ]
(ݔ)߰ = .ܣ (2ܽ − (ݔ ܽ⁄           pour       ݔ ∈ [+ܽ, +2ܽ]
(ݔ)߰ = 0                                   ailleur                              

� 

 
4. Normalisation. 

න ݔଶ݀|(ݔ)߰|
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= 1 

Donc 

ଶܣ න ቀ
ݔ
ܽ

ቁ
ଶ

. ݔ݀
ା௔

଴
+ ଶܣ න ൬

2ܽ − ݔ
ܽ

൰
ଶ

. ݔ݀
ାଶ௔

ା௔
= 1 

ଶܣ 1
ܽଶ ቊන .ଶݔ ݔ݀

ା௔

଴
+ න (4ܽଶ + ଶݔ − .(ݔ4ܽ ݔ݀

ାଶ௔

ା௔
ቋ = ଶܣ 1

ܽଶ ൝ቈ
ଷݔ

3
቉

଴

ା௔

+ ቈ4ܽଶݔ +
ଷݔ

3
− ଶ቉ݔ2ܽ

ା௔

ାଶ௔

ൡ = 1 

ଶܣ 1
ܽଶ ቊ

ܽଷ

3
+ ൬4ܽଷ +

7
3

ܽଷ − 6ܽଷ൰ቋ =
2
3

ଶܽܣ = 1 

ܣ = ඨ 3
2ܽ
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5. Représentation. 
 

 

 

 

 

6. Probabilité. 

ܲ(0 ≤ ݔ ≤ ܽ) = න ݔଶ݀|(ݔ)߰|
ା௔

଴
= ଶܣ න ቀ

ݔ
ܽ

ቁ
ଶ

. ݔ݀
ା௔

଴
  

ܲ(0 ≤ ݔ ≤ ܽ) = ଶܣ 1
ܽଶ න .ଶݔ ݔ݀

ା௔

଴
= ଶܣ 1

ܽଶ ቈ
ଷݔ

3
቉

଴

ା௔

 

Et donc 

ܲ(0 ≤ ݔ ≤ ܽ) =
3

2ܽ
ܽ
3

=
1
2

 

Ce qui parait évident puisque les surfaces sous les coubes de |߰(ݔ)|ଶ  entre [0, +ܽ]  et [+ܽ, +2ܽ]  
étant les mêmes et leur somme étant égale à  1. 
 
7. Valeurs moyennes  〈ࢄ〉  et  〈࢞ࡼ〉. 

〈ܺ〉 = න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ܺ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .ݔ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺ〉 = ଶܣ න ݔ ቀ
ݔ
ܽ

ቁ
ଶ

. ݔ݀
ା௔

଴
+ ଶܣ න ݔ ൬

2ܽ − ݔ
ܽ

൰
ଶ

. ݔ݀
ାଶ௔

ା௔
 

〈ܺ〉 = ଶܣ 1
ܽଶ ቊන .ଷݔ ݔ݀

ା௔

଴
+ න (4ܽଶݔ + ଷݔ − .(ଶݔ4ܽ ݔ݀

ାଶ௔

ା௔
ቋ 

〈ܺ〉 =
3

2ܽ
1

ܽଶ ൝ቈ
ସݔ

4
቉

଴

ା௔

+ ቈ2ܽଶݔଶ +
ସݔ

4
−

4
3

ଷ቉ݔܽ
ା௔

ାଶ௔

ൡ =
3
2

ܽ ൜
1
4

+ ൬6 +
15
4

−
28
3

൰ൠ 

Et 
〈ܺ〉 = ܽ  

〈 ௫ܲ〉 = න .(ݔ)∗߰ ௫ܲ߰(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰

ℏ
݅

(ݔ)߰݀
ݔ݀

ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈 ௫ܲ〉 =
ℏ
݅

ଶܣ න
ݔ

ܽଶ ݔ݀
ା௔

଴
−

ℏ
݅

ଶܣ න
2ܽ − ݔ

ܽଶ ݔ݀
ାଶ௔

ା௔
=

ℏ
݅

ଶܣ 1
ܽଶ ൝ቈ

ଶݔ

2
 ቉

଴

ା௔

− ቈ2ܽݔ −
ଶݔ

2
 ቉

ା௔

ାଶ௔

ൡ     

〈 ௫ܲ〉 =
ℏ
݅

3
2ܽ

൜
1
2

− ൬2 −
3
2

൰ൠ              ⇒          〈 ௫ܲ〉 = 0  

 (ݔ)߰

 2ܽ+ ܽ+ ݔ 0

 ܣ+


