CORRIGE DE L'EPREUVE DE RATTRAPAGE Samedi 23/06/2018
FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
CORRIGE DE ’EPREUVE DE RATTRAPAGE

MODULE : MECANIQUE QUANTIQUE.

EXERCICE 01: (10 points)

V(ix)=0 pour x € [—2a,—a] VU [+a,+2a]
V(x) =V, pour X € [—a,+al v
V(x) = 4+ ailleur
1. Equation de Schrodinger indépendante du temps.
h? 3 )
_%A(p(x) + V(X) (p(x) =E. (p(X) $ (P1(x) <P2(x) (p3(X) o
En remplagant [ l
h? d?¢,(x) R =
(Zonel : —ﬁW=E-¢1(?€) < Yo =
h? d?g,(x)
Zone 2 : o T dxZ + Vy. 0o (x) = E. p5(x)
h? d*eps(x)
\Zone 3 : —ﬁ7=E.q)3(x)
—2a —a 0 +a +2a
Et Zone 1 Zone 2 Zone 3
|(p(x) =0 ailleur|
Dont les solutions sont pour E < Vj :
@1(x) = Aj.etkx + B e7tk*
@,(x) = Ay.etPX + By e PX avec |k =+2m.E/h2| et |p=+2m.(V,—E)/h2
@3(x) = Az.et** 4 By e~ tkx
2. Détermination des constantes
Continuité de la fonction d’onde en x = —2a.
p(x=—a)=0 = Aj.e?kayp e?ka=y
Donc
|Bl = _Al.e_4ika (1)
Continuité de la fonction d’'onde en x = —a.
p(x==a)=¢@,(x =—a) = Aje a4 B etka =4, P24 B, etr
En remplacant par I'équation (1)
Aj.emka(1 —em2ika) = 4, e=Pa 4 B, e*Pa
(2)

Ou
Ay.eP* + B, .etP = 2iA,.e?*% sin(ka)
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Continuité de la dérivée premiere de la fonction d’'onde en x = —a.
des(x) _dey(x)
dx dx
x=-a x=-a
Donc

ik(Ay.e~k@ — By.e*ka) = p(A,.e P% — B, .e*P%)
En remplacant par I'équation (1)
ik . .
A,.e™P* — B, etP2 = ;Al. e~tka(1  g~2ika)
Et

ik )
Ay.ePa — B, etPa = ZzAl.e‘Z”‘“ cos(ka) 3)

En faisant la somme (2) + (3)

) k
A, = iA . e"?tka gtpa (sin(ka) + [—)cos(ka))

En faisant la différence (2) — (3)

) k
B, = iA;.e~2tka _g=pa (sin(ka) — ;cos(ka))

Continuité de la fonction d’'onde en x = +a.
p,(x =+a) = p3(x =+a) = A,.eTPi+B,.eP* = Az etke 4 By o ika
Donc
As. etk 4 B, e7tka — g, e—2ika {e”pa (sin(ka) + Ecos(ka)) + e~2pa (sin(ka) — Kcos(ka))}
Et p p
As.eth@ 4 B, e~tka = 2jA, e~?tka (sin(ka) cosh(2pa) + gcos(ka) sinh(Zpa)) (4)

Continuité de la dérivée premiere de la fonction d’'onde en x = +a.
dgy(x) _ de3(x)
dx dx

x=+4+a x=+a

Donc
p(Ag.etP® — B, .e7P%) = ik(A;. etk — B; e~tka)

En remplagant
) . ) k k
Ag.ettka _ B, e~tka — %Al. e ~2tka {e*zﬁ’a (sin(ka) + ;cos(ka)) — g2pa (sin(ka) — ;cos(ka))}

Et
As.etika _ B, e7tka = 24, e~2ika (g sin(ka) sinh(2pa) + cos(ka) cosh(Zpa)) (5)
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En faisant la somme (4) + (5)

—2ik . ik p . ik
Ay = Aj. e %ka (cosh(Zpa) + sinh(2pa) (; cos(ka) + Esm(ka)) et a)

En faisant la différence (4) — (5)

ik . ik P ik
By = A;.e"2tka (cosh(Zpa) + sinh(2pa) (; cos(ka) — Esm(ka)) et a)

3. Condition de quantification.
Continuité de la fonction d’onde en x = +2a.

p3(x=42a) =0 = Aj.et?kayp, e2ka—
En remplagant par les valeurs trouvées de A; et Bs.

ik ) )
(cosh(Zpa) + sinh(2pa) (l; cos(ka) + %sin(ka)) e‘”‘a) .et2ika

ik . .
+ (cosh(Zpa) + sinh(2pa) (% cos(ka) — %sin(ka)) e—zka) _e-2ika _

Ce qui donne

k
cosh(2pa).cos(2ka) + i sinh(2pa) (; cos?(ka) + %sin2 (ka)) =0

4. Danslecasou (Vo =0).
La particule est alors dans une boite de potentiel a une dimension de largeur L = 4a.
D’ou les états stationnaires a I'intérieur de la boite sont

1 T
P, (x) = Esm (nax)

Les énergies de la particule sont

Et la condition de quantification

n étant le nombre quantique (un entier naturel non nul).
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EXERCICE 02 : (10 points)
1. Opérateur adjoint dans I’espace des fonctions d’ondes.

*

j O (7). AY(@).d3r = (f 1/)*(?).A+<p(?).d3r>
espace espace
Ou

f qo*(?).Al/J(F).d?’r:f (At e®) . p@).d3r
espace

espace

2. Opérateur hermétique.
Un opérateur est dit hermétique s’il est égal a son adjoint : A = A*. Ou bien :

f ¢*(F).Alp(?).d3r=f (Ap(@®) . (@).d3r
espace

espace

3. En utilisant les propriétés suivantes de I'adjoint d’un opérateur.

> A=(AMH)*
> (LAt =141
> (A+B)*=A*+B*
> (AB)* =BtA*
Donc
A+ANDHr=AT+UND)T=AT+A=A4+A" hermétique
(i(d—A")" = —i(A* — (4")*") = —i(A* — A) = i(A — AY) hermétique
(AAD)T = (AT)TAt = AAT hermétique
Y(x) =A.(x/a) pour x € [0, +a]
Y(x) =A.Ra—x)/a pour x € [+a,+2a]
PYx) =0 ailleur

4. Normalisation.

+00

f () [2dx = f P00, dx = 1

ta x\2 2a — x
Azf (—) .dx+A2f ( ).dx=1
o ‘a a

+a

1 +a +2a 1 (1317 %3 +2a
A2 — x?.dx + (4a? + x? — 4ax).dx{ = A> = + [4a%x + — — 2ax? =1
a? 0 a? 0 3 +a

+a 3

Donc
+2a

1 (a3 7 2
2 3 3 3 — 2, —
A;{?+(4a +§a — 6a )}—§A a=1
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5. Représentation.
+AF----------,

0 +a +2a X

6. Probabilité.

+a +a 2

() |2dx =A2] (2) dx

0

P(OSxSa)=f

0

1 +a 1 X3
—_ 42 2 — 42
P0<x<a)=A4A azfo x%.dx=A a2[3]

Et donc

3a 1
P(0<x<a)—£§=§

Ce qui parait évident puisque les surfaces sous les coubes de |y(x)|? entre [0, +a] et [+a, +2a]
étant les mémes et leur somme étant égalea 1.

7. Valeurs moyennes (X) et (P,).

(X) =f Y (x). X(x).dx =f Y (x). x. P (x).dx

Donc
+a 2 +2a 2aq — 2
(X):Azj x(f) .dx+A2f x(a x) dx
0 a +a a
1 +a +2a
(X) = Azﬁ{f x3.dx +f (4a%x + x3 — 4ax2).dx}
0 +a
4*“ vtz A 3 {1+(6+15 28)}
2aa2 R e L2 4 3
Et
+ 00 + o0 hdl/)(x)
(P) = Y (x). Pap(x).dx = 1/1 (x ) =
Donc
ta h 2020 — x A1 ([x27 x2 1%
(Px)=—A2f —zdx——_Azf s—dx =-A*— |5 | —|[2ax —=-
0 l +a 2 0 2 +a
h3(1 3
=776 (2-3)) = [@E=0
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