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FACULTÉ DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE 

CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE DE RATTRAPAGE 
MODULE : MÉCANIQUE QUANTIQUE. 

 
EXERCICE 01: (08 points) 

ቐ
(ݔ)ܸ = ଴ܸ         pour           ݔ ∈ ]−∞, − ܽ 2⁄ ]
(ݔ)ܸ = 0          pour      ݔ ∈ [− ܽ 2⁄ , + ܽ 2⁄ ]
(ݔ)ܸ = ଴ܸ        pour            ݔ ∈ [+ ܽ 2⁄ , +∞[

� 

1. Equation de Schrödinger indépendante du temps. 

−
ℏଶ

2݉
(ݔ)߮∆ + .(ݔ)ܸ (ݔ)߮ = .ܧ  (ݔ)߮

En remplaçant 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
1 ݁݊݋ܼ⎧ ∶        −

ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଵ(ݔ)

ଶݔ݀ + ଴ܸ. ߮ଵ(ݔ) = .ܧ ߮ଵ(ݔ)

2 ݁݊݋ܼ ∶                               −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଶ(ݔ)

ଶݔ݀ = .ܧ ߮ଶ(ݔ)

3 ݁݊݋ܼ ∶        −
ℏଶ

2݉
݀ଶ߮ଷ(ݔ)

ଶݔ݀ + ଴ܸ. ߮ଷ(ݔ) = .ܧ ߮ଷ(ݔ)

� 

Dont les solutions sont  (ܧ < ଴ܸ) 

ቐ
߮ଵ(ݔ) = .ଵܣ ݁ఘ௫ + .ଵܤ ݁ିఘ௫

߮ଶ(ݔ) = .ଶܣ ݁௜௞௫ + .ଶܤ ݁ି௜௞௫

߮ଷ(ݔ) = .ଷܣ ݁ఘ௫ + .ଷܤ ݁ିఘ௫

� 

Les ondes amplifiées      ൜ܤଵ. ݁ିఘ௫ → +∞     pour    ݔ → −∞
.ଷܣ ݁ఘ௫ → +∞      pour    ݔ → +∞

�     donc   ܤଵ = 0   et   ܣଷ = 0 

ቐ
߮ଵ(ݔ) = .ଵܣ ݁ఘ௫                      
߮ଶ(ݔ) = .ଶܣ ݁௜௞௫ + .ଶܤ ݁ି௜௞௫

߮ଷ(ݔ) = .ଷܤ ݁ିఘ௫                     
�        avec      ݇ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄     ; ߩ      = ඥ2݉. ( ଴ܸ − (ܧ ℏଶ⁄  

 
2. Détermination des constantes 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = − ܽ 2⁄ . 

߮ଵ(ݔ = − ܽ 2⁄ ) = ߮ଶ(ݔ = − ܽ 2⁄ )      ⇒ .ଵܣ       ݁ିఘ௔
ଶ = .ଶܣ ݁ି௜௞௔

ଶ + .ଶܤ ݁ା௜௞௔
ଶ  … … … … (1) 

Continuité de la dérivée première de la fonction d’onde en  ݔ = − ܽ 2⁄  

߮ଵ
ᇱ ݔ) = − ܽ 2⁄ ) = ߮ଶ

ᇱ ݔ) = − ܽ 2⁄ )      avec     ቊ
߮ଵ

ᇱ (ݔ) = .ଵܣߩ ݁ఘ௫

߮ଶ
ᇱ (ݔ) = ݅݇൫ܣଶ. ݁௜௞௫ − .ଶܤ ݁ି௜௞௫൯

�   

Donc  
ߩ
݅݇

.ଵܣ ݁ିఘ௔
ଶ = .ଶܣ ݁ି௜௞௔

ଶ − .ଶܤ ݁ା௜௞௔
ଶ      … … … … (2) 

Continuité de la fonction d’onde en  ݔ = + ܽ 2⁄  

߮ଶ(ݔ = + ܽ 2⁄ ) = ߮ଷ(ݔ = + ܽ 2⁄ )      ⇒ .ଶܣ       ݁ା௜௞௔
ଶ + .ଶܤ ݁ି௜௞௔

ଶ = .ଷܤ ݁ିఘ௔
ଶ  … … … … (3) 

  

଴ܸ 

ܸ 

0 − ܽ 2⁄  + ܽ 2⁄  x 

 2 ݁݊݋ܼ 1 ݁݊݋ܼ

 

߮ଵ(ݔ) ߮ଶ(ݔ) 

 3 ݁݊݋ܼ

߮ଷ(ݔ) 

଴ܸ 

ܧ < ଴ܸ 
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En faisant la somme  (1) + (2) 

.ଶܣ2 ݁ି௜௞௔
ଶ = .ଵܣ ݁ିఘ௔

ଶ . ቀ1 +
ߩ
݅݇

ቁ        ⇒ ଶܣ        = ൬
ߩ + ݅݇

2݅݇
൰ . ଵ݁ି(ఘି௜௞)௔ܣ

ଶ  

En faisant la différence  (1) − (2) 

.ଶܤ2 ݁ା௜௞௔
ଶ = .ଵܣ ݁ିఘ௔

ଶ . ቀ1 −
ߩ
݅݇

ቁ        ⇒ ଶܤ        = − ൬
ߩ − ݅݇

2݅݇
൰ . ଵ݁ି(ఘା௜௞)௔ܣ

ଶ  

En remplaçant dans (3) 

൬
ߩ + ݅݇

2݅݇
൰ . ଵ݁ି(ఘି௜௞)௔ܣ

ଶ . ݁ା௜௞௔
ଶ − ൬

ߩ − ݅݇
2݅݇

൰ . ଵ݁ି(ఘା௜௞)௔ܣ
ଶ . ݁ି௜௞௔

ଶ = .ଷܤ ݁ିఘ௔
ଶ  

Donc  

൬
ߩ + ݅݇

2݅݇
൰ . ଵ݁௜௞௔ܣ − ൬

ߩ − ݅݇
2݅݇

൰ . ଵ݁ି௜௞௔ܣ =
1

2݅݇
ߩ)ଵ൛ܣ + ݅݇)݁௜௞௔ − ߩ) − ݅݇)݁ି௜௞௔ൟ =  ଷܤ

Et finalement 

ଷܤ = .ଵܣ ቀ
ߩ
݇

sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቁ  

 
Condition de normalisation. (permet de calculer ܣଵ) 

න ,ݔ)߰| ݔଶ݀|(ݐ
ାஶ

ିஶ
= න ߮ଵ

.(ݔ)∗ ߮ଵ(ݔ). ݔ݀
ି௔ ଶ⁄

ିஶ
+ න ߮ଶ

.(ݔ)∗ ߮ଶ(ݔ). ݔ݀
ା௔ ଶ⁄

ି௔ ଶ⁄
+ න ߮ଷ

.(ݔ)∗ ߮ଷ(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ା௔ ଶ⁄
= 1 

 
3. Condition de quantification. 

Continuité de la dérivée première de la fonction d’onde en  ݔ = + ܽ 2⁄  

߮ଶ
ᇱ ݔ) = + ܽ 2⁄ ) = ߮ଷ

ᇱ ݔ) = + ܽ 2⁄ )      avec     ቊ߮ଶ
ᇱ (ݔ) = ݅݇൫ܣଶ. ݁௜௞௫ − .ଶܤ ݁ି௜௞௫൯

߮ଷ
ᇱ (ݔ) = .ଷܤߩ− ݁ିఘ௫                      

�   

Donc  

−
ߩ
݅݇

.ଷܤ ݁ିఘ௔
ଶ = .ଶܣ ݁ା௜௞௔

ଶ − .ଶܤ ݁ି௜௞௔
ଶ   

En remplaçant   ܣଶ,  ଷ     dans cette équation, nous avonsܤ ଶ  etܤ

−
ߩ
݅݇

.ଵܣ ቀ
ߩ
݇

sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቁ . ݁ିఘ௔
ଶ = ൬

ߩ + ݅݇
2݅݇

൰ . ଵ݁ି(ఘି௜௞)௔ܣ
ଶ . ݁ା௜௞௔

ଶ + ൬
ߩ − ݅݇

2݅݇
൰ . ଵ݁ି(ఘା௜௞)௔ܣ

ଶ . ݁ି௜௞௔
ଶ  

Donc  

.ߩ− ቀ
ߩ
݇

sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ)ቁ = ൬
ߩ + ݅݇

2
൰ . ݁௜௞௔ + ൬

ߩ − ݅݇
2

൰ . ݁ି௜௞௔ 

Et 
ߩ
݇

sin(݇ܽ) + cos(݇ܽ) =
݇
ߩ

sin(݇ܽ) − cos(݇ܽ) 

Finalement  

tan(݇ܽ) =
ߩ2݇

݇ଶ − ଶߩ  

Avec      ݇ = ඥ2݉. ܧ ℏଶ⁄     et    ߩ = ඥ2݉. ( ଴ܸ − (ܧ ℏଶ⁄  
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EXERCICE 02 : (08 points) 

(ݔ)ܸ =
1
2

݉߱ଶݔଶ        ; (ݔ)߰     = .ܣ ݁ି௔௫మ
 

1. Normalisation :  

න ݔଶ݀|(ݔ)߰|
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= 1      ⇒ ଶ|ܣ|        න ݁ିଶ௔௫మ݀ݔ

ାஶ

ିஶ
= 1 

En utilisant   

න ݁ିఉ௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
= ඥߨ ⁄ߚ        avec       ߚ = 2ܽ         on a      න ݁ିଶ௔௫మ݀ݔ

ାஶ

ିஶ
= ඥߨ 2ܽ⁄  

D’où 

|ܣ| = ൬
2ܽ
ߨ

൰
ଵ ସ⁄

         et       ߰(ݔ) = ൬
2ܽ
ߨ

൰
ଵ ସ⁄

݁ି௔௫మ
 

 

2. Valeurs moyennes  〈ࢄ〉  et  〈࢞ࡼ〉. 

〈ܺ〉 = න .(ݔ)∗߰ .(ݔ)߰ܺ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .ݔ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺ〉 = ଶ|ܣ| න .ݔ ݁ିଶ௔௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
                 dʹoù             〈ܺ〉 = 0  

 

〈 ௫ܲ〉 = න .(ݔ)∗߰ ௫ܲ߰(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰

ℏ
݅

(ݔ)߲߰
ݔ߲

. ݔ݀
ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈 ௫ܲ〉 = ଶ|ܣ| න ݁ି௔௫మ . ௔௫మି݁(ݔ2ܽ−) . ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= −2ܽ. ଶ|ܣ| න .ݔ ݁ିଶ௔௫మ . ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Et 
〈 ௫ܲ〉 = 0  

 

3. Valeurs de moyennes 〈ࢄ૛〉  et  〈࢞ࡼ
૛〉. 

 

〈ܺଶ〉 = න .(ݔ)∗߰ ܺଶ߰(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ .ଶݔ .(ݔ)߰ ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

Donc 

〈ܺଶ〉 = ଶ|ܣ| න .ଶݔ ݁ିଶ௔௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
 

En utilisant  

න ݔଶ݁ିఉ.௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ

= ඥߨ ⁄ଷߚ4        avec       ߚ = 2ܽ       on a      න .ଶݔ ݁ିଶ௔௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
= ඥߨ 16ܽଷ⁄  

Et  

〈ܺଶ〉 = ൬
2ܽ
ߨ

൰
ଵ
ଶ

ቀ
ߨ

16ܽଷቁ
ଵ
ଶ            ⇒            〈ܺଶ〉 =

1
2√2

1
ܽ
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〈 ௫ܲ
ଶ〉 = න .(ݔ)∗߰ ௫ܲ

ଶ߰(ݔ). ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)∗߰ (−ℏଶ)

߲ଶ߰(ݔ)
ଶݔ߲ . ݔ݀

ାஶ

ିஶ
 

En calculant la dérivée 

߲ଶ߰(ݔ)
ଶݔ߲ =

߲ଶ

ଶݔ߲ ൫ܣ. ݁ି௔௫మ൯ =
߲

ݔ߲
൫ܣ. ௔௫మ൯ି݁(ݔ2ܽ−) = −2ܽ. .ܣ (1 − ଶ)݁ି௔௫మݔ2ܽ

 

Donc 

〈 ௫ܲ
ଶ〉 = 2ܽℏଶ. ଶ|ܣ| න (1 − .(ଶݔ2ܽ ݁ିଶ௔௫మ . ݔ݀

ାஶ

ିஶ
= 2ܽℏଶ. ଶ|ܣ| ቆන ݁ିଶ௔௫మ . ݔ݀

ାஶ

ିஶ
− 2ܽ න .ଶݔ ݁ିଶ௔௫మ . ݔ݀

ାஶ

ିஶ
ቇ 

En remplaçant 

〈 ௫ܲ
ଶ〉 = 2ܽℏଶ. ඨ2ܽ

ߨ
ቆට

ߨ
2ܽ

− 2ܽට
ߨ

16ܽଷቇ            ⇒            〈 ௫ܲ
ଶ〉 = ൬2 −

1
√2

൰ ܽℏଶ  

 
4. Ecarts quadratiques moyens. 

∆ܺ = ඥ〈ܺଶ〉 − 〈ܺ〉ଶ             ⇒          ∆ܺ =
1

ඥ2√2

1
√ܽ

   

∆ ௫ܲ = ට〈 ௫ܲ
ଶ〉 − 〈 ௫ܲ〉ଶ             ⇒        ∆ ௫ܲ = ඨ൬2 −

1
√2

൰ ܽℏଶ = ቌඨ൬2 −
1

√2
൰ ܽቍ ℏ  

∆ܺ∆ ௫ܲ = ቌඨ
1

√2
−

1
4

ቍ ℏ = 0,676. ℏ >
ℏ
2

 

Le principe d’incertitude est vérifié 
 

5. Equation de Schrödinger : 

−
ℏଶ

2݉
߲ଶ߰(ݔ)

ଶݔ߲ + (ݔ)߰(ݔ)ܸ = .ܧ  (ݔ)߰

En remplaçant  
ℏଶ

2݉
2ܽ. .ܣ (1 − ଶ)݁ି௔௫మݔ2ܽ +

1
2

݉߱ଶݔଶܣ. ݁ି௔௫మ = .ܧ .ܣ ݁ି௔௫మ
 

Donc  
ℏଶ

݉
ܽ. (1 − (ଶݔ2ܽ +

1
2

݉߱ଶݔଶ =  ܧ

Ou 

ቆ
1
2

݉߱ଶ − 2
ܽଶℏଶ

݉
ቇ ଶݔ + ቆ

ܽℏଶ

݉
− ቇܧ = 0 

Comme ce polynome doit être nul quelque soit la valeur de ݔ. Nous avons donc : 

1
2

݉߱ଶ − 2
ܽଶℏଶ

݉
= 0       ⇒         ܽ =

݉߱
2ℏ

 

 

6. Énergie  de la particule dans cet état. 

ܽℏଶ

݉
− ܧ = 0        ⇒ ܧ      =

ܽℏଶ

݉
        donc       ܧ =

1
2

ℏ߱            
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EXERCICE 03 : (04 points) 

[ܳ, ܲ] = ݅       ;        ܽ =
1

√2
(ܳ + ݅ܲ)      ; ܪ       = ℏ߱଴ ൬ܽܽା −

1
2

൰ 

1. Opérateur  adjoint. 

ܽା =
1

√2
(ܳ + ݅ܲ)ା =

1
√2

(ܳା − ݅ܲା) 

Comme ܳ  et  ܲ  sont deux opérateurs hermétiques    ܳ = ܳା  ,   ܲ = ܲା . 

ܽା =
1

√2
(ܳ − ݅ܲ)  

ܽା ≠ ܽ   d’où l’opérateur  a   n’est pas hermétique. 
 
2. Calculons le commutateur : 

[ܽ, ܽା] = ܽܽା − ܽାܽ =
1
2

(ܳ + ݅ܲ)(ܳ − ݅ܲ) −
1
2

(ܳ − ݅ܲ)(ܳ + ݅ܲ) 

[ܽ, ܽା] =
1
2

(ܳଶ + ݅ܲܳ − ݅ܳܲ + ܲଶ) −
1
2

(ܳଶ − ݅ܲܳ + ݅ܳܲ + ܲଶ) 

[ܽ, ܽା] = ݅ܲܳ − ݅ܳܲ = ݅[ܲ, ܳ] = −݅[ܳ, ܲ] 
Comme  [ܳ, ܲ] = ݅, donc 

[ܽ, ܽା] = 1  
 
3. Calculons l’adjoint de l’opérateur Hamiltonien 

ାܪ = ℏ߱଴ ൬ܽܽା −
1
2

൰
ା

= ℏ߱଴ ൬(ܽܽା)ା −
1
2

൰ = ℏ߱଴ ൬(ܽା)ାܽା −
1
2

൰ = ℏ߱଴ ൬ܽܽା −
1
2

൰ =  ܪ

D’où l’opérateur Hmiltonien est Hermétique 
 
4. Calculons le commutateur  [ࢇ,  .[ࡴ

[ܽ, [ܪ = ܪܽ −  ܽܪ

[ܽ, [ܪ = ℏ߱଴ܽ ൬ܽܽା −
1
2

൰ − ℏ߱଴ ൬ܽܽା −
1
2

൰ ܽ = ℏ߱଴ ൬ܽܽܽା −
1
2

ܽ൰ − ℏ߱଴ ൬ܽܽାܽ −
1
2

ܽ൰ 

[ܽ, [ܪ = ℏ߱଴(ܽܽܽା − ܽܽାܽ) = ℏ߱଴ܽ(ܽܽା − ܽାܽ) = ℏ߱଴ܽ[ܽ, ܽା] 

Comme  [ܽ, ܽା] = 1, donc 
[ܽ, [ܪ = ℏ߱଴ܽ  

Calculons le commutateur  [ࢇା,  .[ࡴ

[ܽା, [ܪ = ܽାܪ −  ାܽܪ

[ܽା, [ܪ = ℏ߱଴ܽା ൬ܽܽା −
1
2

൰ − ℏ߱଴ ൬ܽܽା −
1
2

൰ ܽା = ℏ߱଴ ൬ܽାܽܽା −
1
2

ܽା൰ − ℏ߱଴ ൬ܽܽାܽା −
1
2

ܽା൰ 

[ܽା, [ܪ = ℏ߱଴(ܽାܽܽା − ܽܽାܽା) = ℏ߱଴(ܽାܽ − ܽܽା)ܽା = −ℏ߱଴[ܽ, ܽା]ܽା 

Comme  [ܽ, ܽା] = 1, donc 
[ܽା, [ܪ = −ℏ߱଴ܽା  

 


