CORRIGE DE L'EPRELIVE DE RATTRAPAGE Mardi 02/07/2019

FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
CORRIGE DE L’EPREUVE DE RATTRAPAGE

MODULE : MECANIQUE QUANTIQUE.

EXERCICE 01: (08 points)

V(ix) =V, pour X €]—00,—a/2] 1%
V(ix) =0 pour x€[—a/2,+a/2]
V(ix) =V, pour x €[+a/2,+oo] ¢1(x) @, (x) @3(x)
1. Equation de Schrodinger indépendante du temps.
h2 A A
— 580 (0) + V(). 9(x) = E.9(x)
Enremplagant | _________1. E<Vol V.o ..
h? d?e(x)
(Zonel : _ﬁW+V0'¢1(x) =E.p.(x)
h? d*p,(x)
Zone 2 : —ﬁ7=E.<p2(x) —a/2 0 +a/2
h? d?3(x) Zone 1 Zone 2 Zone 3
LZoneB : —%7+V0.(p3(x) = E.p3(x)

Dont les solutions sont (E < V)

@1(x) = A;.eP* + B.e”P*
@,(x) = Ay.e™* + B, eikx
@3(x) = Az.eP* + B;.e™P*

By.e™P* - 400 pour x — —oo

As.eP* > 4o pour x — +oo donc B; =0 et A3=0

Les ondes amplifiées {

p1(x) = Ay.eP”
0,(x) = Ay e + B, ekx| avec |k =+2m.E/h2| ; |p=+/2m.(V,—E)/h?
¢3(x) = B.e™P*

2. Détermination des constantes

Continuité de la fonction d’ondeen x = —a/2.
_ﬂ —lﬁ +lk_a
o1 (x=—a/2)=p,(x=—a/2) = Aj.e 2 =A,.e 2 +Bye 2 ......(1)
Continuité de la dérivée premiére de la fonction d’ondeen x = —a/2

p1(x) = pA;.eP”

(pl(x =-a/2)= (Pz(x =—a/2) avec {(Pé(x) — ik(Az.eikx _ Bz_e—ikx)

Donc
pa ka ka
%Al.e_T =A, e 2 —Byet'Z  ......(2)
Continuité de la fonction d’ondeen x = +a/2
+'k_a _'k_a _ﬂ
p,(x=+a/2)=¢3(x=+a/2) = A, e'2 +B,e "2 =Bs.e 2 .........(3)
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En faisant lasomme (1) + (2)

_jka _pPa + ik —(p—i) &
24,77 = A,.e z.(1+%) = A2=(p ).Ale (p=ile)

En faisant la différence (1) — (2)

ka pa — ik N}
ZBZ.BHT = Al_e_T_ (1 —ﬁ) = BZ - _ (p )lAle—(pﬂk)E

En remplacant dans (3)

. j i — , k

Donc

(pZik )'Ale”m B (pzuc )'Ale_”‘“ = ﬂAl{(p +ik)e*e — (p — ik)e~*?} = B,

Et finalement

B; = A;. (% sin(ka) + cos(ka))

Condition de normalisation. (permet de calculer A,)

+ 00

+00 —-a/2 +a/2
f I (x, O)[2dx = f 0100 01 (). dx + f 0300, 92(0). dx + f 9500 (). dx = 1

—a/2 +a/2

3. Condition de quantification.

Continuité de la dérivée premiére de la fonction d'ondeen x = +a/2

@5 (x) = ik(A,. e™** — B,. e7x)

2(x=+4+a/2) = p3(x =+a/2
¢2(x =+a/2) = g3(x = +a/2) avec {(pé(x)z_p33_e_px

Donc
P _pa ka _ika
——kB3e 2 =A2.e+12 _Bze lz
[

Enremplagant A,, B, et B3 dans cette équation, nous avons

pa + ik \a ka — ik o .a ka
—ﬁAl. (gsin(ka) + cos(ka)) e 2 = (p ).Ale_(p_lk)f.eHT + (p ).Ale_(p+lk)7.e_L7

ik 2ik 2ik
Donc
P _(P + ik ika (,0 _ ik) —ika
p. (k sin(ka) + cos(ka)) = ( > ).e + > .e

Et

p . k.

Esm(ka) + cos(ka) = Esm(ka) — cos(ka)
Finalement

2kp
tan(ka) = kz——pz

Avec k=.2m.E/h? et p=\/2m.(VO—E)/h2
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EXERCICE 02 : (08 points)

1 2
V(x)=§mw2x2 ;o P(x) = A.e

1. Normalisation:

En utilisant

+ 0o

f "1 Pdx =f P Ope0.dr =1 o |A|2f 203 gy = 1

— 00

+00

+00
j e P dx = Ja/B  avec B =2a ona f e~20%% gy = [ /2a

D’ou

—00

1/4

2. Valeurs moyennes (X) et (P,).

Donc

Donc

Et

(X) =f w,b*(x).le(x).dx=f Y (x). x. P (x).dx

+00
(X) = |A|? f x.e~20%° dy d'ou X)=0

+00 +oo ha
<Px>=f 'l)*(x).le,b(x).dx—f ! ¢(x)
+ oo oo
(Pe) = |A|2f e=ax?, (—Zax)e_axz.dx = —2a. |A|2f x.e~2a%% 4y

(P)=0

3. Valeurs de moyennes (X?) et (P2).

] x2e

Donc

En utilisant
+00
—00

Et

(Xz):f w*(x).sz(x).dx=f P*(x). x%.P(x).dx

+00
(X?) = |A|2f x2.e720% dx

400
“Bxqx = \[m/4B3 avec B =2a ona f x2. e~ 20" gy = 1 /1643

N[ =
N| =

=3 () = |e=s
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62
o= weorm@an= [y e e
En calculant la dérivée
0*P(x) o 2 g —ax? —ax?
all;zx 3%z (A.e7") = a(A (—2ax)e™%") = —2a.A. (1 — 2ax?)e
Donc

+00

+00
(P2) = 2ah?, |A|2f (1 — 2ax?).e~23% dx = 2ah?. |A|? <f

— 0o

+00
— 2 _ 2
g~2ax .dx—2af x?. e%ax .dx>
—o0

En remplagant

2a T T 1
(P;?):Zahz.\/;<\/;—a—2a 16a3> = (sz)z(z—ﬁ)afﬁ

4. Ecarts quadratiques moyens.

T 1
=JXH-(X)F > M =———
V2v2 Ve

AP, = /(P;?)—(Px)z = APx=\/(2—%)ah2= J(Z—%)a h

1 1
AXAP, = ———-|A=0676.h > =
* N 2
Le principe d’incertitude est vérifié
5. Equation de Schrédinger :
h? 9% (x)
=E.
ooz T V() (x) P (x)

En remplagant
2

h 1
—2a.A.(1-2axVe %" + —mw?x?4.e %" = E.A.e~%**
2m 2

Donc
2

1
—a.(1-2ax?) +=mw?x®>=E
m 2

1 a’h? ah?
—mw? —2 x> +|——-E|=0
2 m m

Comme ce polynome doit étre nul quelque soit la valeur de x. Nous avons donc :

Ou

1 ) a’h? 0 mo
- —_ = = = —
2 M m = 2n

6. Energie de la particule dans cet état.

1
——FE=0 > E=— donc E=-hw
m m 2
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EXERCICE 03 : (04 points)

1 1
[Q,Pl=i ; a=—(@Q+iP) ; H=ho (aa+——)
Q \/E Q 0 2
1. Opérateur adjoint.
1 1
at=—Q +iP)t =—=(Q* —iP*
ﬁ(Q ) ﬁ(Q )
Comme Q et P sont deux opérateurs hermétiques Q = Q% , P =P*.
at = —(Q - iP)
=— Q-1
V2

at # a d’oul'opérateur a n’est pas hermétique.
2. Calculons le commutateur :
1 1
[a,a*] = aat —ata = E(Q +iP)(Q — iP) _E(Q —iP)(Q +iP)
1 1
[a,at] = E(Q2 +iPQ — iQP + P?) — E(Q2 —iPQ + iQP + P?)

[a,a™] =iPQ —iQP =i[P,Q] = —i[Q, P]

Comme [Q,P] =i, donc

[a,at] =1

3. Calculons I'adjoint de ’opérateur Hamiltonien

1
=

\* 1 1 1
H* = hw, (aa+ — E) = hw, ((aa+)+ — E) = hw, ((aJ“)J’a+ - E) = hw, (aa+ — E)

D’ou I'opérateur Hmiltonien est Hermétique

4. Calculons le commutateur [a, H].

[a,H] = aH — Ha

1 1 1 1
[a,H] = hwya (anr — E) — hw, (anr - E) a = hw, (aaa+ — Ea) — hwg (aa+a - Ea)

[a, H] = hwy(aaat — aa™a) = hwyalaat —ata) = hwgyala, a™]

Comme [a,a*] =1, donc

|[a,H] = hw0a|

Calculons le commutateur [a', H].

[at,H] =a*tH — Ha*

1 1 1 1
[at,H] = hwyat (aa+ - E) — hwy (aa+ — E) at = hw, (a*aa*’ - Ea*’) — hw, (aa*’a+ — Ea*’)
[a*,H] = hwy(ataat —aa*a®) = hwy(ata — aa™)a™ = —hwyla,a™lat

Comme [a,a*] =1, donc

|[a+,H] = —ha)oa+|
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