TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE — SOLUTION TD RELATIVITE RESTREINTE

SOLUTIONS DE LA SERIE DE TD N° 02
TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE

EXERCICEO1:
1. Transformation de Lorentz

ct =Y. (Be.x" + ct") ct' = Yo (—Pe.x + ct)
X =Ye(x" + Bo.ct') ot x' = y,(x = B,.ct)

y=y y'=y
z=27z z'=z
Avec
Bo=2=05 et _ L 1547
e — c - Y € Ye = \/1—7% -
Donc
ct, = 1,2 /ct; = 1,328
X, = 0,1 T.Lorentz x'l = —0,577
E _— E
1 Vi = 0'5 1| yi — 0’5 |
Zl = 0,2 R \ Zi = 0,2 / ,
Et
ct, = 1,501 / cty = 0'9\
x, = 1,443 T.Lorentz xé =0,8
E2{ 'y, =0 E, | yy =01 |

2. Carré de l'intervalle espace-temps

sty =ty — )% — (e —x1)% — (2 —y1)? — (22 — 21)?
Donc
5122 = (1,501 — 1,2)2 — (1,443 — 0,1)2 - (01— 0,5)2 - (0,1 - 0,2)2

s?, = —1,883 m?
L'intervalle est du genre espace.

Cette valeur est invariante par changement de repére de I'espace-temps de Minkowski en utilisant la
transformation de Lorentz.

sto” =2ty — 12 — (o —x)? — vy —y1)? — (25 — 2})?
Donc
5122 =(0,9 — 1,328)2 - (0,8 + 0,577)2 - (0,1 - 0,5)2 - (0,1 - 0,2)2

si,? = —1,8829 m?
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TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE — SOLUTION TD RELATIVITE RESTREINTE

EXERCICE 02 :
cty =0 cthy =0
E0< 0_0) et E0< P )
Xog = R xO =0 R’
1. Les distances parcourues par les deux rayons lumineux dans leur référentiel propre qui est le

référentiel du train sont L/2. Comme le rayon lumineux dans les deux cas et pour tous les
référentiels se déplace avec une vitesse c dans le vide.

x1 —xp = —c(t] — tp) = x| = —ct] =L/2

x5y —xp=+c(t; —ty) = Xy =4cty =—L/2

cty=—L/2 cty=—L/2
E ) et E ;
En utilisant la transformation de Lorentz
{ct = Ye(Be.x" + ct")
x =7v.(x" + B,.ct’)

ct; = _Ve(l - :Be) L/2 cty = _Ve(l + .Be) L/Z
El( x1 =Ye(1— Be) L/2 )'R . Ez(xz _Ve(1+.3e)L/2)R

2. Ladurée est l'intervalle de temps qui sépare les deux événements.

Pour un observateur lié au référentiel R :
L
At =t, —t; = _yeﬁez

Pour un observateur lié au référentiel R’ :
At'=t,—t; =0

Donc, les deux événements sont simultanés pour I'observateur lié 8 R’ mais ne sont pas simultanés
pour un observateur liéa R.

Carré de l'intervalle espace-temps

s12” = 2ty — t7)? — (x5 — x})?
Donc
2

) 2 L L L L\ )
s’ =(~3+3) ~(-373) =

L'intervalle est du genre espace car il concerne deux rayons lumineux différents.

Cette valeur est invariante par changement de repére de I'espace-temps de Minkowski en utilisant la
transformation de Lorentz.

sty = c2(t; —t1)? — (2 — x1)?
Donc
s72 = (=VeBel)® — (=vel)? = v2(BZ — DI? = —1?
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TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE — SOLUTION TD RELATIVITE RESTREINTE

EXERCICE 03 :
1. Produit de deux transformations de Lorentz en écriture hyperbolique.

On note, suivants les conditions de la transformation de Lorentz :

v, lavitesse de translation de R’ par rapporta R. B, = v,/c et y, = (1 —p2)~1/2

-1/2
v, la vitesse de translation de R'' parrapporta R'. B; = vs/c et vy, = (1 — Bgz)

On pose :
{ﬁe = tanh7, {ye = coshr,
! ! : ! !
Be = tanhr, Ye = cosh,

D’ou les transformations de Lorentz s’écrivent :
{ct = cosh(r,).ct’ + sinh(r,) . x' ot {ct’ = cosh(7)).ct" + sinh(ry) . x"
x = sinh(r,).ct’ + cosh(r,) . x’ x" = sinh(r)).ct"" + cosh(ry).x"
Enremplacant ct’ et x' dans la premiére transformation
{ct = cosh(r,) . (cosh(ry).ct” + sinh(ry).x"") + sinh(r,) . (sinh(7y) . ct” + cosh(y) . x"")
x = sinh(r,) . (cosh(ry).ct” + sinh(r)) .x"") + cosh(r,) . (sinh(#)).ct"" + cosh(r)) .x"")
Ce qui donne
{ct = (cosh(r,) cosh(r,) + sinh(r,) sinh(r})).ct" + (cosh(r,) sinh(ry) + sinh(7,) cosh(r;)). x"’
x = (sinh(r,) cosh(ry) + cosh(r,) sinh(1y)). ct’" + (sinh(,) sinh(r;) + cosh(r,) cosh(1y)). x"
Comme
{sinh(re) sinh(r)) + cosh(r,) cosh(ry) = cosh(r, + 1)
sinh(7,) cosh(ry) + cosh(r,) sinh(ry) = sinh(r, + 1)
Il vient que

{ct = cosh(r, + 7)) .ct’”" + sinh(r, + 7). x"
x = sinh(r, + 7)) .ct’”" + cosh(r, + 1) .x"

Qui a la forme d’une transformation de Lorentz avec une rapidité

=1+,

2. Pour que le produit de ces transformations soit égal a I'unité.
{ct = ct"
x=x"
Donc
cosh(r, +7))=1 et sinh(,+17)=0
Ce qui est vérifié pour

rL+r=0 = T, = —1,

Calcul de la rapidité :
E(t=2ns, x=15m)g et E(t', x' =1,7m )y

ct =0,6 ct’
E(% 215 )R et E(x’ _ 1,7)2

Ou (en metre) :

La transformation de Lorentz

{ ct' =y (ct — Be.x)
X' = Ye(—Pe.ct + x)

Licence 3 Physique Fondamentale (2021/2022) 3



TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE — SOLUTION TD RELATIVITE RESTREINTE

En remplacant
{ ct' =y,(0,6 —B..1,5)
1,7 = y.(—p..0,6 + 1,5)

1,7 /1 —B2=—P,.06+15

En élevant les deux membres de I'équation au carré
(1,7)2 x (1 — B2) = (=f,.0,6 + 1,5)?
Ce qui nous ramene a une équation du deuxiéme degré

3,25.52 — 1,8.8, — 0,64 = 0

La deuxiéme équation donne

Le discriminant

A= /(1,8)2 + 4 x 3,25 x 0,64 = 3,4
D’ou les solutions
B. = 0,8 Ye = 1,6667 7, = 1,0986
{[;e = —(1,6/6,5) {ye =1,0317 {re = —0,2512

En remplagant dans la premiéere équation nous trouvons :

{ B. =08 {ct' =—1m ot {t’ = —3,33ns
Be. = —0,2461 ct' =+1m t' =+4+3,33ns
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TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE — SOLUTION TD RELATIVITE RESTREINTE

EXERCICE 04 :

E, = « A et B' coincident » ; E, = « B et A’ coincident ».

1. Coordonnées des événements E; etde E, dans lesréférentiels R et R'.

cty cty
E ) E I
1(x1:O)R 1<x1:0> '
R
En utilisant la transformation de Lorentz
{ct1 =y(B.0 + ct1) N {ct1 =0
0=y(0+pB.cty) ct; =0
Donc
t; =0 ct; =0
El (C ! — 0 ) ; El 11 _
X1 R X1 = 0 R’

ct ct,
EZ ( i l) ; EZ l _2_
xZ R xZ = l R

En utilisant la transformation de Lorentz

( . 1+ yl
' ct, = ——
{ctz =y(=Bl+cty) . { 27 yB
l=y(=l+B.cty) oo = LEY
\“2= 75
Donc
1+ 1+
cty=—7 ety = —7L
E, YB ; E, 149
Xy = l R xé = —] Yy
2. Carré de l'intervalle entre les deux événements.
S12 = (cty; —ct1)? — (xp —x1)* = (Wl) -1
201 _ p2
5122=1+2y+2]/2(1 ﬁ)lzz 12+;2/l2
Y?B Y°B
Et
;2 1 N2 I N2 1 +y 2 2
st = et e e -0 = (1) - -

1+y
12 _ 2 _ o2
S12 —2}/2[;2 [# =s1,

Intervalle genre temps
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TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE — SOLUTION TD RELATIVITE RESTREINTE

3. Pour:l=1me v=08¢c = B=08 ; y=1/06 et yB=4/3.

E(ct1=0) _ £ ct; =0
1 x1= R ’ 1 x’1=0 :R’
ct2:2m) cty=2m
E ; E
2(xzzlm . ’ 2<xé=—1m -
2 ;2 2

5122312 =3m
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TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE — SOLUTION TD RELATIVITE RESTREINTE

EXERCICE 05 :
1. Transformation de Lorentz.

{ct = Ye(ct' + Bo.x")
X =Ye(Be.ct' +x")
2. Matrice de Lorentz.

(=) = =G )

3. Valeurs propres.

Ye — A yeﬁe =0
Veﬁe Ye — A
(Ve - A)Z - (ye.ge)z =0
{Ve — M = +VePe . {/11 = ]/9(1 - .Be)
Ye — A2 = —VePe Ay = Ve(l + ,Be)

4. Le systeme d’équations caractéristiques.

{(ye — Dt +y.Lex' =0
YeBect' + (Yo —D)x' =0

En remplagant par les valeurs propres précédentes :

Pour 4, = Ve(l - .Be)
{VeﬁeCt’ + Vefex' =0 "
YeBeCt' + Vefex’' =0

Et la pente du vecteur propre

Pour A, = y.(1 + B.)
~YeBeCt' + Vefex’ =0 o '
{ YeBeCt' — VeBex' =0 RO
Et la pente du vecteur propre

Ces directions représentent les deux droites de lumiére délimitant le cone (plat) de lumiére dans
I’espace de Minkowski.

Le vecteur propre d’une matrice est un vecteur qui ne change pas de direction (de pente) par
|"application de cette matrice (produit de la matrice par le vecteur).

L'invariance des pentes de ces deux directions par I'application de la matrice L exprime l'invariance,
par la transformation de Lorentz, de la vitesse de la lumiere pour tous les référentiels galiléens.
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EXERCICE 06 :

Une barre de longueur propre | se déplace parallelement a elle-méme avec une vitesse constante
v par rapport a un observateur considéré comme fixe. Déterminer la vitesse de déplacement de Ia
barre en sachant que la longueur de la barre mesurée par I'observateur est égale a /2.

lp =Ye-li

1 L,

Ye = ,—1 —ﬁez = .
g2 =1-(I/1,)"

v=c /1 - (li/lp)2

=1 et l;=1/2

v=rcy1—-(1/2)2 =§c

Comme
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TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE — SOLUTION TD RELATIVITE RESTREINTE

EXERCICE 07 :
1. La durée qui sépare la formation et la désintégration du muon par rapporta R.
d yo _5
At =ty —tr = " Numériquement : |At = 1,6835 x 107 secondes

2. Coordonnées des deux événements par rapport au référentiel R .

ct =O =
Ef( 1 0) ot E, (Ctd _d/ﬁ)
Xf— R xd—d R

Coordonnées des deux événements par rapport au référentiel R'.

ctr =0 ct’
Ef < ,f > et Ed ( ,d>
Xf =0 R’ Xq R’

En utilisant la transformation de Lorentz

{ct} =y(ctr —B.x) =0
xp =y(=B.ctp +x7) =0

Et
{ cty =y(ctqg — B-xq)
xy =y(=B.ctqg + x4)
Donc
N P NN PN S
{Ctd =1 (gre)=ra-mg=1
, d
k xd=y(—[)’E+d)=0
Finalement
ctp =0 cty =d/yp
Ef<x;« =0>R, “ Ed( x4 =0 )

3. Intervalle espace-temps entre les deux événements Er et Ej.

A2
sfq = (ctq — ctf)z — (xq — xf)2 = (E) —d?

1—p2 1

2 _ _

Sfa = [32 2_],232 d?

Et
;2 1 1\2 1 1\ 2 d ? 2 2
Sta :(Ctd_th) - (xd_xf) :(ﬁ) —(0)% = sy

Intervalle genre temps

4. Durée de vie propre du muon.

ty et t]'c sont liés au référentiel propre du muon. Donc

cAt = cty —cty =d/yp
Et

At =—=-At Numériquement : |AT = 2,3748 x 107° secondes
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TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE — SOLUTION TD RELATIVITE RESTREINTE

EXERCICE 08 :

1. Laloi donnée par |'effet Doppler-Fizeau longitudinal est

N
fréc_ 1+ﬁfém

Avec
c c
fréc = 1, et fém = /1_5
Ce qui donne
1+
Ar = mls
Donc
148 _ ()lr)z
1 _ﬁ B /15
Et

v _ (Ar/ls)z -1

== +1

Application numérique: A1, =270nm ; A, =126nm = (A,./A;)% =4,5918

v
B =—=064233

Comme £ > 0 alors la source et le récepteur s’éloignent I'un de I'autre.

2. En utilisant la loi classique de I'effet doppler (sans les corrections relativistes), en considérant le
récepteur fixe et I'émetteur en mouvement.

free = (ﬂ)fém = (L)fém

C+ Vgm C+ Vgm
Ce qui donne

L — fréc — &
c+ Vém fém Ar
D’ou
A
Vgm = C (— - 1) =c.1,1428
As
Ce qui est impossible.
Remarque :
Nous avons utilisé ici
fréc — ﬁ
fém )Lr

Mais en fait, si nous raisonnons de maniere classique. La longueur d’onde est invariante dans la
relativité galiléenne, ce sont les vitesses de propagation de I'onde qui different d’un référentiel a un
autre. La vitesse étant absolue seulement par rapport au milieu de propagation (éther).
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TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE — SOLUTION TD RELATIVITE RESTREINTE

EXERCICE 09 :
1. En utilisant la transformation de Lorentz-Poincaré

{ct =y(B.x" +ct') ot {ct’ =y(—B.x + ct)
x =y +B.ct") x'=y(x—pB.ct)
Avec
8 v " 1
-~ e —
c v 1-p2
En prenant comme événement d’origine I'événement E, = « la téte du train sort du tunnel »
cty=0 cty=0
f(028) ()
xO - R xo = O R’
L'événement E; = « la queue du train entre dans le tunnel »
cty cty
Y ) B W)
1x1=—L:R 1x1=—l_,R/

En effet : 'extrémité arriére du train dans son référentiel propre R’ se trouve a une distance [ de
son extrémité avant (longueur propre du train) et I’entrée du tunnel se trouve a une distance L de sa
sortie dans le référentiel propre du tunnel R.

La transformation de Lorentz donne

{ cty =y(=B.1+ cty) ot

{ct{ =y(+B.L + cty)
x1 =y(=l+ B.ct;) = —L

—l=y(=L—p.cty)

Ce qui donne
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2. Pour un observateur lié au référentiel terrestre R, les deux événements E, et E; sont
simultanés. C'est-a-dire que pour cet observateur la queue du train va entrer dans le tunnel et la
téte du train va sortir du tunnel au méme instant (ct; = cty, = 0), et a cet instant le train est
totalement a l'intérieur du tunnel.

En utilisant la contraction des longueurs pour I'observateur lié a R. La longueur du tunnel reste la
méme car c’est sa longueur propre (ltunnel propre = L = l/y), mais la longueur du train
mesurée par cet observateur est impropre, elle est égale a la longueur propre du train divisée par
le facteur relativiste y (ltrain impropre = ltrain propre/¥ = l/y). Si bien que, pour I'observateur
lié¢ a R les deux longueurs mesurées sont égales et le train semble entrer entiérement dans le
tunnel.

3. Pour un observateur lié au référentiel du train R’', les deux événements E, et E; ne sont pas
simultanés. C'est-a-dire que pour cet observateur la queue du train entre dans le tunnel apres
que la téte du train sort du tunnel (ct; = Bl > cty = 0).

En utilisant la contraction des longueurs pour I'observateur lié & R'. La longueur du train reste la
méme car c’est sa longueur propre (ltrain propre = l), mais la longueur du tunnel mesurée par
cet observateur est impropre, elle est égale a la longueur propre du tunnel divisée par le facteur
relativiste y (ltunnel impropre = ltunnel propre/¥ = l/yz). Si bien que, pour 'observateur lié a
R’ la longueur mesurée du train est plus grande que la longueur mesurée du tunnel (y > 1).
Donc de son point de vue le train dépasse du tunnel.
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TD RELATIVITE RESTREINTE

EXERCICE 10:

iro

X2

1. Ecrire en fonction de f(,y et cT les coordonnées des événements E;, E, etE3
référentiels R et R' (remarquer que: t, =t; + (x5/c) et t3 =1t, + (x3/¢)).

Transformation de Lorentz

{ct =y(ct'+ B.x")
x=y(B.ct' +x")

et

Evénement E; « émission du signal a partir de la Terre »

x1 = 0
Donc
{CT =y(ct] + B.x1)
0=y(B.ct; +x1)
Ce qui donne

cty =cT
E1<x1=0)
1 R

et

et

x' X

{ ct' =y(ct —B.x)
x'=y(—B.ct +x)

cty =cT

{

ct; =y(cT —B.0)
x1 =y(=B.cT +0)

Ey

( cty = ycT )
x1 = —BycT /4

Evénement E, « réception-réflexion du signal sur la fusée »

xp =0 et
Donc

cty =cty +x, =cT + x,

{ctz =y(cty + B.0) =cT + x,

X, =y(B.ct; +0)

La quatrieme équation donne

{Cté =y(ct; — B.x2)
0=y(—B.cty, +x;)

dans les

0=y(—B.ct;+x,) = —PAT+x)+x,=0 et x,=BT/(1-p)
Donc cty,=cT +x,=cT/(1-PB)

Et en remplacant dans la troisieme équation

Ce qui donne

ct, =cT/(1-p)
B, = g/,

Evénement E; « réception du signal sur Terre»

x3=0 et
Donc
{Ct3 = y(cts + f.x3)
0=y(B.ct; +x3)

Ct3 = Ctz +x2 =

1—p? 1
cty = y(cty — B.xz) = y%cT = ch

et

E, (Cté =cT/y(1-p)

x5 =0

),

{

(1+ﬁ)c
1-p)

T

ct; =y(ct; — B.0)
x5 =y(—B.ct3 +0)
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Ce qui donne

TD RELATIVITE RESTREINTE

g, (5= E DT/

cty =y (1+B)cT/(1—-p)
X3 =0 )yz et E3< ;2

= —By (1 +B)cT/(1— ) )R,

X3 =
2.

Représenter sur le diagramme de Minkowski pour

événements E, et E3 en précisant leurs coordonnées.

B =05 les axes (x',ct’) puis les
ct ,
I\ ct
B =05
vy =1//0,75 = 2/V/3 Droite dé lumiére
E; 0 e
ct, =2.cT 3T _ e
Ez( > ) “Broite de
X =CT )q S p
lumiére Il
(ct3 = 3. cT) N 7
3 x3 — 0 2 . /,/ x’
. s EZ ,’,
Et Droite ,d,e x
lumigre 7
cT - 2cm 7 v
E; ¢ e
cT /,"
E, > x
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