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LECON N°06
EQUATIONS D’EULER-LAGRANGE

Partons du principe des travaux virtuels de d’Alembert.
N

N N
Z (B, — o) 7 = Z B, 87, — My « 87, = 0
a=1 a=1

a=1
Forces généralisées :
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=17 “ a=1a i=10q; i i=1 ala 0q;

a=1

En définissant les forces généralisées par

Q_ZN e 0Ty,
L a=1 “ 0q;

N d
z Fy o 67, = z Qi-6q; (D
a=1 i=1

Nous avons

Equations de Lagrange :
S et S e (5 Ty )3 S B T
m,v, ® or, = m,——e m o —— .
a=1 aa * a=1 * dt i= 13ql a=1 * dt aq; i
Que nous pouvons réécrire sous la forme

N b e , 07 N d d a?a
My Uy ® OF, =Z Z m Uy ® Sq-—z MgV 6q;
- * a=1 adt * aqi L a=1 i=1 aVa ® dt a L

a=1

En utilisant les deux propriétés précédemment démontrées

v, 07, . v, d (a?a>
_. e — e = — —
dq; dq; dq; dt\dgq;

Nous trouvons
MW () L WD MR
m,vU;, ® 67, MyVy ® = 0¢q;
a=1 0 ° “ a=1 adt va aql 7= a=1dmi=1 © % 0g; i

Ou bien encore

PRI D WD I - G LT A BRI LIRS
e 1mava Ta = - dt aql Vg ® Vg aqi 2170( Va qi

Comme 7, ¥, = v2 et en inversant la sommation

N - _zd ZN d({ o (1 2) 0 (1 2) 5
a:1mava Ta = ie1 - dt aqi. Zmava aqi Zmava qi

Comme la dérivée est linéaire.

D metietio= 3 (o (O gma) )= (O )| e
a:lmava Ta = o1 |dt aqi. azlzmava aqi a lzmava qi
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Le terme entre parenthése représente la somme des énergies cinétiques de toutes les
particules, qui est en fait I'énergie cinétique totale du systéme.

T = za 1Emava
N a [g
5% o &1 = ——(T
a=1mava 07y Zl ) i aql 94, ( )

En remplacant les équations (1) et (2) dans le principe des travaux virtuels de d’Alembert.

¢ |d(0 0 d
Zi=1 [E (aq; T ) B a_ql(T)] 6q; = Zi=1Qi' 8q;
zd i g T)|— i(T) - Q;i|6q; =0
i=1|dt\dq; aq; i|94i

Comme toutes les variations §q; sont indépendantes. Nous pouvons écrire

d 0
dt(@ql >_a_qi(T)=Ql

Qui est la forme premiere des équations de Lagrange.

Donc

8q; (2)

Ou encore

Cas de forces dérivants d’un potentiel :

Dans le cas ou toutes les forces agissant sur les particules dérivent d’un potentiel (sauf les
forces de contraintes de liaison).

ou
FpOt grad(Ua) ==

07y
U, sont les énergies potentielles des N particules.

QPOt = ZN ﬁpOt ° % = —ZN aUa ° 677“
t a=1 « aqi a=1 67*“ aqi
oU, /07, est une notation abusive, elle signifie que nous devons dérivées par rapport aux

composantes du vecteur position. En coordonnées cartésiennes, par exemple, cette
équation s’écrirait :

0Pt = — ZN (aUa 0xq  0Uq 0Yq %aza)
: a=1 axa aQi aYa aQi aZa aQi
Or
au, dx, N dU, 0y, N U, 0z, 0U,
Oxq 0q; 0y, 0q; 024 0q;  0g;

D’ou

QPO = _ZN dUq _ _a(zgﬂ Ug)
: a=1 0¢; 9q;

Comme la somme des énergies potentielles de toutes les particules est égale a I'énergie
potentielle du systéme
N
T
a=1
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Il vient que
ont — _a_U
' 9q;
L’énergie potentielle U n’étant fonction que des coordonnées généralisées U({q;}).
En remplacant dans I’équation de Lagrange

i( 6.<T))—1(T>=—6—U

dt\dq; daq; aq;

Comme dU/dq; = 0 nous pouvons écrire

d (o) oL _
dt\dq;) dq;

Qui est appelée équation d’Euler-Lagrange ou équation de Lagrange. Avec

L=T-U
Qui est appelée fonction de Lagrange (ou Lagrangien) du systeme de N particules.
Potentiel généralisé :

Dans le cas plus général ou I'énergie potentielle est une fonction des coordonnées
généralisées q;, des vitesses généralisées q;, et explicitement du temps t.

Les forces généralisées (qui dérivent d’un potentiel) s’écrivent
oot 43U _ou
‘ dt\dq;) 0q;

L{q:}{qi} ) = T({aqi}{ai} ©) — U({q:}{qi3, 0)

Et le Lagrangien

Forces non conservatives :

d(0L) 0L
ac\aq;) "aq &

L({ql}ﬂ {ql.}' t) = T({ql}' {ql.}' t) - U({ql}r {ql.}r t)

Avec
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Force de frottement visqueux — Fonction de dissipation :

Prenons le cas ou les forces non conservatives sont des forces de frottements
proportionnelles aux vitesses des particules (cas de particules se déplacant dans un fluide).

o
frottement _ >4
E, o - _.Ba-va

Si nous définissons la fonction de dissipation pour la particule par:

1 2
Dy = Eﬁava
Alors
5 - oD
Fafrottement — _Vl_;’a(Da) = — af;’:

oD,/dv, est aussiune notation abusive, elle signifie que nous devons dérivées par rapport
aux composantes du vecteur vitesse de la particule d’indice a.

Calculons la force généralisée qui correspond au frottement visqueux

N 7 N r
frottement _ z [frottement 4 0Ty - _ Bo- U ® 01
' a=1 * 0q; a=1 e aq;
Comme
o, 0D,
dq; 0Jq;
Alors
N > N 2
frottement _ __ ﬁ D, e a& = _z laﬁ
- a*va e a .
: a=1 0q; a=1" 20q;

Ce qui donne

frottement _ _ZN a& = — oD
¢ a=1 aq; 3%’

Avec
N

D= D,

a=1

Est la fonction de dissipation totale du systeme.

Et I'équation de Lagrange s’écrit, dans ce cas :
d (0L oL  aD
det\dq;

ncv

- = .+
aq; aq; '

IV représente les forces généralisées non conservatives autres que le frottement visqueux.

N -
ncv _ Z Fnev o Ot
i 23

a=1 aqi
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