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EXERCICE 01: (07 points) 
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2. La fonction de distribution  vf
~

  du module de la vitesse est donnée par la probabilité d’avoir un 

module de vitesse compris entre  dv  et  v+dv, c'est-à-dire : 
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4. Calcul de la vitesse quadratique moyenne  2vv  . 
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5. Calcul de la valeur moyenne du module de la vitesse  vv  . 
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EXERCICE 02: (13 points) 

MODÉLISATION A  2  NIVEAUX 
1. Calcul de  la fonction de partition canonique   z   d’un seul défaut. 

𝑧 = ∑ 𝑒−𝛽𝐸𝑛
𝑛                    𝑧 = 𝑒−𝛽𝜖0(1 + 𝑒−𝛽(𝜖1−𝜖0))                    𝑧 = 𝑒−𝛽𝜖0(1 + 𝑒−𝛽𝜖) 

 
2. Fonction de partition canonique  Z   correspondant à   N   défauts discernables. 

𝑍 = 𝑧𝑁 = 𝑒−𝑁𝛽𝜖0(1 + 𝑒−𝛽𝜖)
𝑁

 

 
3. Energie interne du système  U. 

𝑈 = −
𝜕𝑙𝑛𝑍

𝜕𝛽
= −𝑁

𝜕𝑙𝑛𝑧

𝜕𝛽
 

 

Comme    𝑙𝑛𝑧 = −𝛽𝜖0 + 𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝛽𝜖)                
𝜕𝑙𝑛𝑧

𝜕𝛽
= −𝜖0 −

𝜖.𝑒−𝛽𝜖

1+𝑒−𝛽𝜖
= − (𝜖0 +

𝜖

1+𝑒𝛽𝜖
) 

 

𝑈 = 𝑁𝜖0 +
𝑁𝜖

1 + 𝑒𝛽𝜖
 

 
4. Energie libre  F  .                   𝐹 = −𝑘𝐵𝑇. 𝑙𝑛𝑍 = −𝑁𝑘𝐵𝑇. 𝑙𝑛𝑧 
 

Donc      𝐹 = −𝑁𝑘𝐵𝑇[−𝛽𝜖0 + 𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝛽𝜖)]            𝐹 = 𝑁𝜖0 − 𝑁𝑘𝐵𝑇. 𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝛽𝜖)  

 

5. L’entropie du système S. 

𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆            𝑑𝐹 = 𝑑𝑈 − 𝑑𝑇. 𝑆 − 𝑇. 𝑑𝑆 = 𝛿𝑄 − 𝑃. 𝑑𝑉 − 𝑑𝑇. 𝑆 − 𝑇. 𝑑𝑆 
Comme  

𝛿𝑄 = 𝑇. 𝑑𝑆 
Alors  

𝑑𝐹 = −𝑃. 𝑑𝑉 − 𝑆. 𝑑𝑇 
Et l’entropie : 

𝑆 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑇
|

𝑉
 

D’où en utilisant l’expression de F. 

𝑆 = +𝑁𝑘𝐵. 𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝛽𝜖) + 𝑁𝑘𝐵𝑇
(𝜖 𝑘𝐵𝑇2⁄ )𝑒−𝛽𝜖

(1 + 𝑒−𝛽𝜖)
 

Et 

𝑆 = +𝑁𝑘𝐵. 𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝛽𝜖) +
𝑁

𝑇

𝜖

(1 + 𝑒𝛽𝜖)
 

 

6. 𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆          𝑈 = 𝐹 + 𝑇𝑆           
 

𝑈 = 𝑁𝜖0 − 𝑁𝑘𝐵𝑇. 𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝛽𝜖) +  𝑁𝑘𝐵𝑇. 𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝛽𝜖) + 𝑁
𝜖

(1 + 𝑒𝛽𝜖)
 

On retrouve 

𝑈 = 𝑁𝜖0 +
𝑁𝜖

1 + 𝑒𝛽𝜖
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7.  

T → 0           𝑒𝛽𝜖 → +∞     et    𝑈 = 𝑁𝜖0    : Presque tous les défauts sont dans l’état    𝜖0. 

T →           𝑒𝛽𝜖 → 1     et    𝑈 = 𝑁𝜖0 +
𝑁𝜖

2
=

𝑁

2
(𝜖0+𝜖1)    : Les défauts sont répartis également 

sur les états    𝜖0  et   𝜖1 . 
 

8. La chaleur spécifique à volume constant  CV  est donnée par : 

𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇
|
𝑉

 

En utilisant l’expression e l’énergie interne 

𝐶𝑉 = 𝑁𝜖.
𝜕

𝜕𝑇
(1 + 𝑒𝛽𝜖)

−1
= −𝑁𝜖. (1 + 𝑒𝛽𝜖)

−2
(−

𝜖

𝑘𝐵𝑇2
𝑒𝛽𝜖) 

D’où 

𝐶𝑉 =
𝑁𝜖2

𝑘𝐵𝑇2

𝑒𝛽𝜖

(1 + 𝑒𝛽𝜖)2
 

Et 

𝐶𝑉 =
𝑁𝜖2

𝑘𝐵𝑇2

1

(𝑒−
𝛽𝜖
2 + 𝑒

𝛽𝜖
2 )

2 

Enfin 

𝐶𝑉 = 𝑁𝑘𝐵 (
𝛽𝜖

2
)

2
1

ch2(𝛽𝜖 2⁄ )
 

 
 
MODELISATION A  n  NIVEAUX 
1. Calcul de la fonction de partition  z  d’un seul défaut.  

 

𝑧 = ∑ 𝑒−𝛽𝐸𝑛
𝑛                       𝑧 = ∑ 𝑒−𝛽(𝜖0+𝑝.𝜖)

𝑝 = 𝑒−𝛽𝜖0 ∑ (𝑒−𝛽𝜖)
𝑝

𝑝           
 

En utilisant     
1

1
...1

1

x

x
xx

n
n








   il vient que :  

𝑧 = 𝑒−𝛽𝜖0
1 − 𝑒−𝛽𝜖(𝑛+1)

1 − 𝑒−𝛽𝜖
 

Qu’on peut réécrire sous la forme 

𝑧 = 𝑒−𝛽𝜖0
𝑒−

𝛽𝜖
2

(𝑛+1)

𝑒−
𝛽𝜖
2

𝑠ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )

𝑠ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )
 

Puis 

𝑧 = 𝑒−𝛽𝜖0 𝑒−
𝛽𝜖
2

𝑛 𝑠ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )

𝑠ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )
 

 
 

2. L’énergie libre  f  associée à un seul défaut est donnée par : 
𝑓 = −𝑘𝐵𝑇. 𝑙𝑛𝑧                  𝛽𝑓 = −𝑙𝑛𝑧 

D’où 

𝛽.f = 𝛽 (𝜖0 +
𝑛𝜖

2
) − 𝑙𝑛 [sh ((𝑛 + 1)

𝛽𝜖

2
)] + 𝑙𝑛 [sh (

𝛽𝜖

2
)] 
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3. L’énergie interne U  du système. 

𝑈 = −
𝜕𝑙𝑛𝑍

𝜕𝛽
= −𝑁

𝜕𝑙𝑛𝑧

𝜕𝛽
 

Comme  

𝑙𝑛𝑧 = −𝛽 (𝜖0 +
𝑛𝜖

2
) + 𝑙𝑛 [sh ((𝑛 + 1)

𝛽𝜖

2
)] − 𝑙𝑛 [sh (

𝛽𝜖

2
)] 

Alors 

𝑈 = 𝑁 {(𝜖0 +
𝑛𝜖

2
) −

𝑐ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ ). (𝑛 + 1) 𝜖 2⁄

𝑠ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )
+

𝑐ℎ(𝛽𝜖 2⁄ ). 𝜖 2⁄

𝑠ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )
} 

Et 

𝑈 = 𝑁 (𝜖0 +
𝑛𝜖

2
) − 𝑁

𝜖

2
[

(𝑛 + 1)

𝑡ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )
−

1

𝑡ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )
] 

 
4. L’entropie  S  du système. 
L’énergie libre du système   F. 

𝐹 = 𝑁f = 𝑁 (𝜖0 +
𝑛𝜖

2
) − 𝑁𝑘𝐵𝑇. 𝑙𝑛 [sh ((𝑛 + 1)

𝛽𝜖

2
)] + 𝑁𝑘𝐵𝑇. 𝑙𝑛 [sh (

𝛽𝜖

2
)] 

𝑆 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑇
|

𝑉
=

𝜕

𝜕𝑇
 {𝑁𝑘𝐵𝑇. 𝑙𝑛 [sh ((𝑛 + 1)

𝛽𝜖

2
)] − 𝑁𝑘𝐵𝑇. 𝑙𝑛 [sh (

𝛽𝜖

2
)]} 

D’où 

𝑆 =  𝑁𝑘𝐵 {𝑙𝑛 [sh ((𝑛 + 1)
𝛽𝜖

2
)] − 𝑙𝑛 [sh (

𝛽𝜖

2
)]}

−
𝑁𝑘𝐵𝑇

𝑘𝐵𝑇2 {
𝑐ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ ). (𝑛 + 1) 𝜖 2⁄

𝑠ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )
−

𝑐ℎ(𝛽𝜖 2⁄ ). 𝜖 2⁄

𝑠ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )
} 

Et 

𝑆 =  𝑁𝑘𝐵. 𝑙𝑛 [
𝑠ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )

𝑠ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )
] −

𝑁𝜖

2𝑇
{

(𝑛 + 1)

𝑡ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )
−

1

𝑡ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )
} 

Ou bien  

𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆          𝑆 = (𝑈 − 𝐹) 𝑇⁄  
 

5. La chaleur spécifique à volume constant est donnée CV  par l’expression : 

𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇
|
𝑉

 

Donc 

𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝛽
|
𝑉

𝜕𝛽

𝜕𝑇
|

𝑉

=
𝜕𝑈

𝜕𝛽
|
𝑉

(
−1

𝑘𝐵𝑇2
) 

Finalement 

𝐶𝑉 = −𝑘𝐵𝛽2
𝜕𝑈

𝜕𝛽
|
𝑉
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6.  

𝐶𝑉 = −𝑘𝐵𝛽2
𝜕

𝜕𝛽
{𝑁 (𝜖0 +

𝑛𝜖

2
) − 𝑁

𝜖

2
[

(𝑛 + 1)

𝑡ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )
−

1

𝑡ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )
]} 

Calculons 

𝜕

𝜕𝛽
{

1

𝑡ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )
} =

𝜕

𝜕𝛽
{

𝑐ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )

𝑠ℎ((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )
} =

−1

𝑠ℎ2((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )

(𝑛 + 1)𝜖

2
 

 
De la même manière (ou en posant n = 0) 

𝜕

𝜕𝛽
{

1

𝑡ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )
} =

𝜕

𝜕𝛽
{

𝑐ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )

𝑠ℎ(𝛽𝜖 2⁄ )
} =

−1

𝑠ℎ2(𝛽𝜖 2⁄ )

𝜖

2
 

 
En remplaçant 

𝐶𝑉 = 𝑘𝐵𝛽2𝑁 (
𝜖

2
)

2

[
−(𝑛 + 1)2

𝑠ℎ
2

((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )
−

−1

𝑠ℎ
2(𝛽𝜖 2⁄ )

] 

Finalement 

𝐶𝑉 = 𝑁𝑘𝐵 (
𝛽𝜖

2
)

2

[−
(𝑛 + 1)2

𝑠ℎ2
((𝑛 + 1) 𝛽𝜖 2⁄ )

+
1

𝑠ℎ2(𝛽𝜖 2⁄ )
] 

 


