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EXERCICE 01: (10 points) 
1. Vitesse quadratique moyenne. 

𝑣∗ = √〈𝑣2〉 = √3. √
𝑘𝐵𝑇

𝑚
= √3. √

𝑅.𝑇

𝑀
 

 
Avec     𝑅 = 𝑘𝐵 . 𝒩𝐴    et      𝑀 = 𝑚. 𝒩𝐴    
(𝒩𝐴 est le nombre d’Avogadro et 𝑀  la masse molaire). 
 

2. D’après la figure ci-contre les particules ayant une vitesse  
 �⃗�   qui frappent la surface  𝑠  durant un intervalle de temps  
𝑑𝑡, sont contenues dans le prisme cylindrique de base 𝑠 et 
de hauteur   𝑣. ∆𝑡. cos 𝛼, avec   𝛼   est l’angle entre   𝑠  et  �⃗�. 
D’où les molécules incidentes sont contenues dans un 
volume 

𝑑𝜏 = 𝑣. 𝑑𝑡. cos 𝛼 . 𝑠 
Comme 

𝑣. cos 𝛼 = �⃗�  𝑒𝑥 = 𝑣𝑥  
Alors 

𝑑𝜏 = 𝑣𝑥 . 𝑑𝑡. 𝑠 
Le nombre de molécules contenues dans ce volume est obtenu en multipliant la densité volumique, 
considérée uniforme, par le volume 

𝑑𝑁 =
𝑁1

𝑉
𝑑𝜏. 𝑓(�⃗�). 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧 =

𝑁1

𝑉
𝑣𝑥 . 𝑑𝑡. 𝑠. 𝑓(�⃗�). 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧  

La proportion de molécules ayant une vitesse  �⃗�  est donnée par le facteur de Maxwell–Boltzmann 

𝑓(�⃗�) = (
𝑚

2𝜋. 𝑘𝐵𝑇
)

3 2⁄

. 𝑒
−

𝑚
2.𝑘𝐵𝑇

(𝑣𝑥
2+𝑣𝑦

2+𝑣𝑧
2)

  

 
Pour obtenir le nombre de molécules du gaz qui traversent la surface 𝑠 quelque soit leur vitesse (à 
condition que   𝑣𝑥 > 0) on intègre sur toutes les vitesses en respectant la condition précédente. Il 
vient que : 

𝑑𝑁1→2 = ∭
𝑁1

𝑉
𝑣𝑥 . 𝑑𝑡. 𝑠. (

𝑚

2𝜋. 𝑘𝐵𝑇
)

3 2⁄

. 𝑒
−

𝑚
2.𝑘𝐵𝑇

(𝑣𝑥
2+𝑣𝑦

2+𝑣𝑧
2)

𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧 

Et 

𝑑𝑁1→2 =
𝑁1

𝑉
𝑑𝑡. 𝑠 {∫ ∫ ∫ 𝑣𝑥 . (

𝑚

2𝜋. 𝑘𝐵𝑇
)

3 2⁄

. 𝑒
−

𝑚
2.𝑘𝐵𝑇

(𝑣𝑥
2+𝑣𝑦

2+𝑣𝑧
2)

𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

0

} 

Comme  

∫ ∫ ∫ 𝑣𝑥 . (
𝑚

2𝜋. 𝑘𝐵𝑇
)

3 2⁄

. 𝑒
−

𝑚
2.𝑘𝐵𝑇

(𝑣𝑥
2+𝑣𝑦

2+𝑣𝑧
2)

𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

0

= ∫ 𝑣𝑥 . (
𝑚

2𝜋. 𝑘𝐵𝑇
)

1 2⁄

. 𝑒
−

𝑚
2.𝑘𝐵𝑇

(𝑣𝑥
2)

𝑑𝑣𝑥

+∞

0

 

 
Et 

∫ 𝑣𝑥 . (
𝑚

2𝜋. 𝑘𝐵𝑇
)

1 2⁄

. 𝑒
−

𝑚
2.𝑘𝐵𝑇

(𝑣𝑥
2)

𝑑𝑣𝑥

+∞

0

= (
𝑚

2𝜋. 𝑘𝐵𝑇
)

1 2⁄

[−
𝑘𝐵𝑇

𝑚
𝑒

−
𝑚

2.𝑘𝐵𝑇
(𝑣𝑥

2)
]

0

+∞

= (
𝑘𝐵𝑇

2𝜋. 𝑚
)

1 2⁄

 

𝑣 

𝑣 

𝑠 

𝑠 

𝛼 

𝛼 

𝑣. 𝑑𝑡 
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Alors : 

𝑑𝑁1→2 =
𝑁1

𝑉
𝑑𝑡. 𝑠 (

𝑘𝐵𝑇

2𝜋. 𝑚
)

1 2⁄

 

 
3.  

𝑑𝑁1→2 =
𝑁1

𝑉
𝑑𝑡. 𝑠 (

𝑘𝐵𝑇

2𝜋. 𝑚
)

1 2⁄

= 𝜆. 𝑁1. 𝑑𝑡 

Donc 

𝜆 =
𝑠

𝑉
(

𝑘𝐵𝑇

2𝜋. 𝑚
)

1 2⁄

=
𝑠

𝑉
(

𝑅. 𝑇

2𝜋. 𝑀
)

1 2⁄

             A. N.         𝜆 = 99,73 𝑠𝑒𝑐−1   

4. La variation du nombre de molécules dans l’enceinte  𝐸1. 
𝑑𝑁1 = −𝑑𝑁1→2 + 𝑑𝑁2→1 

Puisque les deux enceintes sont identiques en volume et que le trou est le même (en considérant 
que les molécules n’interagissent pas entre elles en entrant et en sortant du trou)   𝑑𝑁2→1 =
𝜆. 𝑁2. 𝑑𝑡.  D’où : 

𝑑𝑁1 = −𝜆. 𝑁1. 𝑑𝑡 + 𝜆. 𝑁2. 𝑑𝑡 
Et  

𝑑𝑁1

𝑑𝑡
+ 𝜆. (𝑁1 − 𝑁2) = 0  

 
La variation du nombre de molécules dans l’enceinte  𝐸2. 

𝑑𝑁2 = −𝑑𝑁2→1 − 𝑑𝑁2→vide + 𝑑𝑁1→2 
De même que précédemment : 

𝑑𝑁2→1 = 𝜆. 𝑁2. 𝑑𝑡             et             𝑑𝑁2→vide = 𝜆. 𝑁2. 𝑑𝑡  
D’où 

𝑑𝑁2 = +𝜆. 𝑁1. 𝑑𝑡 − 2𝜆. 𝑁2. 𝑑𝑡 
Et  

𝑑𝑁2

𝑑𝑡
+ 𝜆. (2𝑁2 − 𝑁1) = 0  

 
5. Pour    𝑁2  maximum nous avons : 

𝑑𝑁2

𝑑𝑡
= 0 

En remplaçant dans la seconde équation, on obtient : 

(2𝑁2 − 𝑁1) = 0     ⇒      
𝑁1

𝑁2
= 2   

6. Quand le trou   est fermé : 
𝑑𝑁1 = −𝑑𝑁1→2 + 𝑑𝑁2→1 = −𝜆. 𝑁1. 𝑑𝑡 + 𝜆. 𝑁2. 𝑑𝑡 

𝑑𝑁2 = −𝑑𝑁2→1 + 𝑑𝑁1→2 = −𝜆. 𝑁1. 𝑑𝑡 + 𝜆. 𝑁2. 𝑑𝑡 = −𝑑𝑁1 
 
Les deux équations différentielles deviennent : 
 

𝑑𝑁1

𝑑𝑡
+ 𝜆. (𝑁1 − 𝑁2) = 0          et         

𝑑𝑁2

𝑑𝑡
+ 𝜆. (𝑁2 − 𝑁1) = 0  

 
Et le maximum est obtenu pour : 

𝑑𝑁2

𝑑𝑡
= 0       ⇒        𝑁1 = 𝑁2  
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EXERCICE 02: (10 points) 

𝜖𝑛 = ℏ𝜔 (𝑛 +
1

2
)         avec        𝑛 = 0,1,2 … 

1. Calcul de  la fonction de partition canonique   𝑧   d’une seule molécule. 

𝑧 = ∑ 𝑒−𝛽𝜖𝑛

𝑛

 

En remplaçant : 

𝑧 = ∑ 𝑒
−𝛽ℏ𝜔(𝑛+

1
2

)

𝑛

= 𝑒−𝛽
ℏ𝜔
2 (∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔.𝑛

𝑛

) 

En utilisant la somme d’une suite géométrique   1 + 𝑥 + ⋯ + 𝑥𝑛 =
1−𝑥𝑛+1

1−𝑥
     avec  𝑥 = 𝑒−𝛽ℏ𝜔  : 

𝑧 = 𝑒−𝛽
ℏ𝜔
2 (

1 − 𝑥𝑛+1

1 − 𝑥
) 

Comme la somme se fait sur tous les nombres naturels : 

lim
𝑛→+∞

(𝑒−𝛽ℏ𝜔 )
𝑛+1

= lim
𝑛→+∞

𝑒−𝛽ℏ𝜔(𝑛+1) = 0 

Donc                                                                         

𝑧 = 𝑒−𝛽
ℏ𝜔
2 (

1

1 − 𝑒−𝛽ℏ𝜔 
)           ou        𝑧 =

1

2. sinh (𝛽
ℏ𝜔
2

)
 

Fonction de partition canonique  𝑍   correspondant à   𝑁   molécules discernables. 

𝑍 = 𝑧𝑁 = (2. sinh (𝛽
ℏ𝜔

2
))

−𝑁

 

 
2. Energie interne du système  𝑈. 

𝑈 = −
𝜕 ln 𝑍

𝜕𝛽
= −𝑁

𝜕 ln 𝑧

𝜕𝛽
 

Donc  

𝑈 = 𝑁
ℏ𝜔

2
tanh (𝛽

ℏ𝜔

2
) 

 
Energie libre  𝐹  .                                 𝐹 = −𝑘𝐵𝑇. ln 𝑍 = −𝑁𝑘𝐵𝑇. ln 𝑧 
Donc      

𝐹 = 𝑁𝑘𝐵𝑇. ln (2. sinh (𝛽
ℏ𝜔

2
)) 

 

3. Capacité calorifique à volume constant. 

𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇
|

𝑉
= 𝑁𝑘𝐵 (𝛽

ℏ𝜔

2
)

2 1

cosh2 (𝛽
ℏ𝜔
2

)
 

 

4. Particules discernables.                                   𝑍 = 𝑧𝑁   
 

5. Calcul de  la fonction de partition canonique d’une particule d’énergie  𝜖𝑛,𝑝,𝑞 = ℏ𝜔(𝑛 + 𝑝 + 𝑞). 

𝑧 = ∑ 𝑒−𝛽𝜖𝑛,𝑝,𝑞

𝑛,𝑝,𝑞

 

En remplaçant : 
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𝑧 = ∑ ∑ ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔(𝑛+𝑝+𝑞)
𝑞𝑝𝑛 = (∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔.𝑛

𝑛 )(∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔.𝑝
𝑝 )(∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔.𝑞

𝑞 )  

Ou bien 

 𝑧 = (∑ (𝑒−𝛽ℏ𝜔)
𝑛

𝑛 )(∑ (𝑒−𝛽ℏ𝜔)
𝑝

𝑝 )(∑ (𝑒−𝛽ℏ𝜔)
𝑞

𝑞 ) 

De la même façon que dans la question 1. On obtient : 

𝑧 = (
1

1 − 𝑒−𝛽ℏ𝜔 
)

3

            ou           𝑧 =
1

(1 − 𝑒−𝜃𝐸 𝑇⁄  )3
 

Avec   𝜃𝐸 = ℏ𝜔 𝑘𝐵⁄    est une constante appelée température d’Einstein. 

 
6. Energie interne du système  𝑈. 

𝑈 = −
𝜕 ln 𝑍

𝜕𝛽
= −𝑁

𝜕 ln 𝑧

𝜕𝛽
 

Comme    ln 𝑧 = −3. ln(1 − 𝑒−𝛽ℏ𝜔 ), donc :     

𝑈 = 3𝑁
−(−ℏ𝜔)𝑒−𝛽ℏ𝜔 

1 − 𝑒−𝛽ℏ𝜔 
 

Et 

𝑈 = 3𝑁ℏ𝜔
1

𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1
= 3𝑁𝑘𝐵

𝜃𝐸

𝑒𝜃𝐸 𝑇⁄  − 1
 

 

7. Pour une seule particule    𝑢 = 3𝑘𝐵
𝜃𝐸

𝑒𝜃𝐸 𝑇⁄  −1
 . 

Quand    𝑇 ≫ 𝜃𝐸                𝜃𝐸 𝑇⁄ ≪ 1              𝑒𝜃𝐸 𝑇⁄  ≃ 1 + 𝜃𝐸 𝑇⁄ . 

Donc 

𝑢 = 3𝑘𝐵𝑇  

 
8. Capacité calorifique à volume constant. 

𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇
|

𝑉
= −3𝑁𝑘𝐵

𝜃𝐸(− 𝜃𝐸 𝑇2⁄  )𝑒𝜃𝐸 𝑇⁄  

(𝑒𝜃𝐸 𝑇⁄  − 1)2
 

Ce qui donne 

𝐶𝑉 = 3𝑁𝑘𝐵 (
𝜃𝐸

𝑇
)

2 𝑒𝜃𝐸 𝑇⁄  

(𝑒𝜃𝐸 𝑇⁄  − 1)2
= 3𝑁𝑘𝐵 (

𝜃𝐸

2𝑇
)

2 1

sinh2(𝜃𝐸 2𝑇⁄ )
 

 

9. Quand    𝑇 ≫ 𝜃𝐸                𝜃𝐸 2𝑇⁄ ≪ 1              sinh(𝜃𝐸 2𝑇⁄ ) ≃ 𝜃𝐸 2𝑇⁄ .  Donc : 

𝐶𝑉 = 3𝑁𝑘𝐵  

 

10. Energie libre  𝐹  .                   𝐹 = −𝑘𝐵𝑇. ln 𝑍 = −𝑁𝑘𝐵𝑇. ln 𝑧  

Donc  

𝐹 = 3𝑁𝑘𝐵𝑇. ln(1 − 𝑒−𝛽ℏ𝜔 ) = 3𝑁𝑘𝐵𝑇. ln(1 − 𝑒−𝜃𝐸 𝑇⁄  )  

 

11. L’entropie du système  𝑆.              𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆              𝑆 =
𝑈−𝐹

𝑇
           

D’où 

𝑆 = 3𝑁𝑘𝐵 {
𝜃𝐸 𝑇⁄

𝑒𝜃𝐸 𝑇⁄  − 1
− ln(1 − 𝑒−𝜃𝐸 𝑇⁄  )}  


