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FACULTE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
CORRIGE DE L’EPREUVE DE RATTRAPAGE

MODULE : MECANIQUE ANALYTIQUE.

EXERCICE 01: (06 points)
1. Nombre de degrés de liberté.
Solide roulant dans le plan :

02 degrés de liberté pour sons centre de masse + 01 degré de liberté pour la rotation.

Contraintes : 02 contraintes.
Le cylindre est astreint a rouler dans une cavité cylindrique (courbe) + roulement sans glissement.

03 degrés de liberté — 02 contraintes = |un (01) seul degré de Iiberté|.

Coordonnée généralisée : variable

2. Condition de roulement sans glissement.

Rg.0 =Ry.0 = RO=ag¢p et |R.6°=a.p°

3. Ecrire le Lagrangien L du systéeme.

L=T-U
1 2 L
T=§M.vcdm+zl.w et U=Mghym
Avec
R 1
Veam = (R—a).0° w=fP'=E‘9' ; 1=§M.a2 5 heam = —(R—a).cosf
Donc
1 2 pe2 L Loino a2
L=§M(R—a) .6° +ZMR .0°° +Mg(R — a).cos O
Et

1 1 3
L= EM [(R —a)? +§R2].9‘ +Mg(R —a).cos@

4. Equation d’Euler-Lagrange du systéme.

d(@L) 61:_
dt\ag*) 96
Avec
oL 1 d /oL 1
— _ 2 _p2 L] - — _ 2 _p2 oo
69'_M[(R a) +2R].9 = dt(ae') M[(R a) +2R].6

oL _ Mg(R — a).sin@
30 g a).sin

En remplagant
1
M [(R —a)? +§R2]'9" +Mg(R —a).sinf =0

D’ou I'équation du mouvement

1
[(R —a)? +§R2] .0**+g(R—a).sinf =0
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5. Cas des petites oscillations.

Pour les angles petits : sinf = 0

1 R—a
[(R — @2 +5R "+ gR-@.0=0 = |o"=- 9 )1 0
(R - a)z + ERZ
La pulsation des oscillations libre
9gR —a)
0)0 = 1
(R—a)?+ 7R2
Et la période des petites oscillations libres
o jm—ay+%m
= —-— n
° Wy gRR—a)
6. Hamiltonien.
aL 1 1
Po =550 = M [(R —a)? +§R2] .6° et 0°= T _7Pe
M[(R - )2 + 7 R?|
F(6,pg,t) = peb® — L
En remplagant
1 %M[(R—a)2+%R2]
H(O,pg,t) = 5 2p§+Mg(R—a).c059

M [(R —a)? +%R2] Pe~ M2 [(R —a)? +%R2]

Donc

1

1 pé — Mg(R — a).cos 6
MR - )2 +5R?]

1
H(O,p9) = >

On remarquera que

1
T ps et U=-Mg(R—a).cosf
M[(R - )2 +5R?]

1 1 1
T==M|R = a)? -R2]_ 2 _ 2
o M|(R—a)®+5R%|.0% =2

Donc

[H=T+U=E,]

Le Hamiltonien représente I'énergie mécanique totale du cylindre.

Cette énergie est conservée, car le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps.
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EXERCICE 02 : (07 points)
1. Nombre de degrés de liberté.

Point matériel dans I'espace : 03 degrés de liberté.
Contraintes : 02 contraintes.

La bille se déplace dans un cerceau r = R = constante.
Le cerceau tourne avec une vitesse angulaire constante ¢°® = w = constante = ¢ = wt.

03 degrés de liberté — 02 contraintes = ‘un (01) seul degré de Iiberté‘.

Coordonnée généralisée : variable 8 (coordonnées sphériques).

2. Ecrire le Lagrangien L du systeme.
L=T-U

2 et U=mgh

T = Emv
Avec
¥ =18, +70% +1.5in0 ¢*8, = RO°Ey + Rw.sin0&, = v?=R20">+R%wsin?0
h = —R.cos(m —0) = +R.cos 0
(Origine des énergies potentielle passant par O le centre du cerceau)

Donc

1 1
L= EmR20°2 + Emszz.sin2 6 —mgR.cos 0

3. Equation d’Euler-Lagrange du systéeme.

d (61:) oL _
dt\ae*) 96
Avec
61:_ R2. g* R d(aL)_ RZ g
ags M dc\ag*) = ™
oL
Frin mR%w?.sin 6 cos  + mgR.sin 6

En remplagant
mR2.6°° — mR?w?.sinf cos + mgR.sinh = 0

D’ou I’équation du mouvement

0°* — w?.sin 6 cos O —%sine =0

4. Positions d’équilibre (eg;lumbre =0).

D’aprées I’équation du mouvement

w?2.sin B¢q COS B¢q + %Sin O¢q =0 ou [sinBeq. (cos O¢q T —R‘Z)Z) =0

Les positions d’équilibre triviales :
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Correspondent réciproquement, au point le plus haut et au point le plus bas du cerceau.

La position d’équilibre non triviale :

g
cos Ogq = TRl = |Ogq

Puisque cosfsq = —1 cette position ne peut étre obtenue que pour Rw? > g donc |w =+/g/R|

= arccos (— %)

5. Formalisme de Hamilton.

oL Pe
= mR?.0° t 6°* =
m e mR2

P6 = 56

7'[(9,179: t) = p99° —L
En remplagant

psg (1 ps 1
H(O,pg, t) = — 22 " \2mrz + EmRZwZ. sin? @ — mgR.cos 0
Donc
1 pj 1 2 2 2
H(O,pg) = STRE EmR w*.sin“ 8 + mgR.cos 0
Les équations de Hamilton
0 = 0H _ Po
{ " dpg mR?
() aH 2 2 . .

U’e =35 = mR*w*.sin 6 cos 8 + mgR.sin 6

En dérivant la premiere équation
Ps
0.. —
mR?2

Et en remplacant par la deuxiéme équation

0°* = w?.sin O cos O +%sin9

Qui est I'’équation différentielle du mouvement retrouvée précédemment.
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EXERCICE 03 : (07 points)

1. Oscillateur harmonique a une dimension.
Energie potentielle:  U(q) = %k. q* = %mwz. q?

Energie cinétique: T(q°®) = %m. q'2

1, 1
L(q,q)=T—-U= Sm q° —Ema)z.qz

2. Hamiltonien.
_ oL _ . . .. D
p= aq* -mq € = m

H(g,p,t) =pq°—L
Donc

2m 2 2

’ZP
=+vVZ2mw.P.cosQ et q= m.sinQ

Pour que la transformation soit canonique, elle doit vérifier:  {q,p}op = {Q,P}qp =1

2 2 2
_p 1p 1 2 2 _1p 1 2 2
}f(q,p,t)—m ( mw-.q = %(q.p)—2m+ mw*.q

3. Transformation.

(0.7} 0qdp 9qdp
TPieP = 503p " 9PaQ
dq d 2P _|2pP ' dp B
%—% f% sinQ | = ’mw'COSQ 30730 (\/ cosQ) VZ2mw.P.sinQ
dg 0 2P 1 ) dp
3P~ 3P %.st ——mst b 3p T (\/ .COS Q) cosQ

En remplagant
{a.p}opr = ’ .cos Q / .c0s Q + —— sm QV2mw.P.sin Q

{a,p}gp =cos*Q +sin*Q =1 latransformation est canonique.

Donc

4. Ecrire les équations de Hamilton du systeme.
2

1p 1
H(q,p) = St Emwz. q*
En remplagant g et p.

1 1 2P
H(Q,P) = %me.P. cos?Q + Emw2 Msin2 Q = w.P.(cos?Q +sin? Q)

D’ou

|[H(Q,P) = w.P|
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5. Equations de Hamilton.

._aH_
=37 L (@=wt+Qq
Po__a_H_O P=P0
-5 =

Qo et P, sontdes constantes d’intégrations déterminée a partir des conditions initiales.

6. Solution en q et p. En remplagant :

_|zr —ZPO'(t+)
q= ma)'st_ mw.sma) Qo

p = V2mw.P.cos Q = ,/2mw. Py. cos(wt + Q,)

et
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