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FACULTE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
CORRIGE DE L’EPREUVE DE RATTRAPAGE

MODULE : MECANIQUE ANALYTIQUE.

EXERCICE 01: (10 points)
1. Coordonnée généralisée.

Le point matériel se déplagant sur une droite donc le systéeme posséde un (01) seul degré de liberté.
Coordonnée généralisée : hauteur du point matériel z par rapport a l'origine prise au point B.

1 1
U= mgh + Ek. (AlA)Z + Ek. (AZB)Z

Avec
h=z ; AlAz(AB_Z)_IO ; AlB=Z_l0
Donc
1
U(z) =mg.z + Ek'{(l —z—19)%+(z-1p)?}
Et

1
U(z) = mg.z+§k. (2.2%2 =2l.z+ 1% + 2.12 + 211,)

La position d’équilibre est donnée par

WA o iokz —ki=0 o _l_mg
0z T Mg T ak-zo T RL= 20T 57k

Z=Zy

2. Elongation des ressorts a I’équilibre.

Il mg I mg
AZA:(I_ZO)_I():E-'_ﬁ_lO 5 AlB:ZO_ZOZE_ﬁ_IO
3. Ecrire le Lagrangien L du systeme.
L=T-U
1 1 2 1 )
T = Em.vz = Em.z' et U(z)=mg.z +Ek' (2.z2=2l.z+ 12+ 2.15 + 2l1y)
Donc
1 1
L= E*m.z'2 —-mg.z _Ek' (2.22 = 2L.2)
L’énergie potentielle étant définie a une constante preés.
4. Equation d’Euler-Lagrange du systéme.
d (6,6) aL _0
dt\oz* 9z
Avec
oL . d(E)L) “ et oL k7 + ki
= . = — = . _—= = — .
9z 7 at\aze) ~™E S G T T T AR

En remplagant

m.z*+mg+2k.z—kl=0

En utilisant la condition a I'équilibre (mg + 2k.zy, — kl = 0), nous avons :
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m.z* +2k.(z—25) =0

Nous définissons la positions par rapport au point d’équilibre par u =z —z, et u** =z
D’ou I'équation différentielle de I'oscillateur harmonique

2k
u*+—u=0
m

5. La pulsation des oscillations libre.

Et la période des petites oscillations libres

= 21T _5 m
T wg & 2k
6. Hamiltonien.
oL . . Dz
pz=aZ.=m.z et z =E

}[‘(Z, Pz t) = pZZ. —L
En remplagant

2 (1 2 1
H(z,p,t) = %— (—m. (fn—z) —mg.z—zk. (2.z%2 - 2l.z)>

Donc

7 _1p; 1 )
(z,pst) —§E+mg.z+§k.(2.z —2l.2)

On remarquera que
H=T+U=E,

Le Hamiltonien représente I'énergie mécanique totale.
Cette énergie est conservée, car le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps.

Les équations de Hamilton

._6H_pz
{ = T
. oH
kpz=—g=—mg—2k.z+kl

En dérivant la premiere équation
w bz —mg—2k.z+kl

VA
m m

Ce qui redonne I'équation différentielle du mouvement retrouvée précédemment.

m.z*+mg+2k.z—kl=0 ou m.z* +2k.(z—25) =0

7. Application numérique :

[Aly=01m=10cm| ; [Alz =0,05m=5cm)|

lwy =20 rad/s| ; [T =0314s
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EXERCICE 02 : (10 points)
1. Nombre de degrés de liberté.
Point matériel dans I'espace : 03 degrés de liberté.

Contraintes : 01 contrainte (le point est astreint a se déplacer sur une surface).

03 degrés de liberté — 01 contrainte = ‘deux (02) degrés de Iiberté‘.

Coordonnées généralisées : (¢, z) (coordonnées cylindriques).

2. Ecrire le Lagrangien L du systeme.
L=T-U

T=§mv2 et U=mgh=mg.z

Pour un cone de demi-angle au sommet @ (a = constante), p = z.tana
U=p'é, +pp*é, +2°€, =tana.z°é, +tana.z.¢°é, + z°¢,
Donc
v?2 = (tana? + 1).z°% + tan a? z2. ¢*?

Et

1 1
L= Em(tan a? +1).z°2 +5mtan a?z%.p** —mg.z

3. Equation d’Euler-Lagrange du systeme.

d /0L oL d .
o) "5 —(mtana®72.9") =0 =0
d /oL oL d
a(a ')_a_= E(m(tanaz-l—l)_z.)—mtanazzquz+mg:0
Z VA
En dérivant

{ 2z°.9*+z.¢* =0
(tana?+1).z** —tana?z.¢** + g =0

4. Variable cyclique.

@*® apparait dans I'expression du Lagrangien alors que ¢ n’apparait pas. ¢ est donc une variable
cyclique.

d(aﬁ)_o N oL tan a? 72 o° = tant
at a(p‘ = a(p.—p(p—m ana”~ z~. = constante

py = mtan a?z%. @* estlaprojection du moment cinétique suivant I'axe (02).

5. Hamiltonien.

oL p
- = _ t 2 2' ° .:—(P
{Ptp 90° mtana=z=.¢ . ? = mtanazz?
oL -_L
kpzzaz':m(tana2+1).z' z _m(tana2+1)

H(90,Pp 2,02 t) = Pp@° + 2" — L

_ s (1 P 1 P
mtana?z? m(tana? + 1) 2m(tana? + 1) 2mtana? z? g

En remplagant
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Donc

2
Py
mtan a? z2

4
m(tana? + 1)

1 1
H(9Pp 2.P2) =5 3 +mg.z

6. Conservation.

Le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, donc il est conservée : c’est une intégrale
premiére du mouvement.

Puisque la position et I'énergie potentielle ne dépendent que des coordonnées généralisées, alors le
Hamiltonien est égal a I'énergie mécanique totale du systéeme.

7. Les équations de Hamilton.

(o= 0% __ Po ( ._9H Pz
= = 7 ==
¢ dp, mtana?z? dp, m(tana?+1)
et 5
. oH 0 . 0K 17
= - = = = —m
Py op Pz 0z mtana?z3 g
En dérivant la premiere équation de chaque ensemble par rapport au temps
. 2 ) 2 B than a’z: ¢
¢ T mtana? 22 mtana?z3 mtan a? z3

Nous retrouvons

|22°.<p' + 2z = O|

Et

. Dy 1 (mtana? z2. ¢*)?
z = 2 = 2 2,3 Mg
m(tana?+1) m(tana?+1) mtana?z
D’ou
m(tana? + 1)z** = mtana? z.¢** — mg
Et nous retrouvons

(tana? +1).z** —tana?z.¢** + g =0
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