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FACULTE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
CORRIGE DE L’EPREUVE DE RATTRAPAGE

MODULE : MECANIQUE ANALYTIQUE.

EXERCICE 01: (10 points)
1. Ecrire le Lagrangien L du systéeme.
Point matériel dans I'espace : 03 degrés de liberté.

Contraintes : 02 contraintes (le point est astreint a se suivant une courbe dans le plan).

03 degrés de liberté — 02 contraintes = \un (01) degré de Iibertél.

Coordonnée généralisée : p (coordonnées cylindriques).

L=T-U
1

T=Emv2 et U=mgh=mg.z avec z=p?/2R

La vitesse en coordonnées cylindriques
U=p°é,+pp°é, +2z°¢,=p°é +pw.é, + (p.p*/R)E,
Donc
2 _ o2 2 2, 1 5 0
ve=p "+ plwc+ ﬁp p
Et

1 °2 1 2 2 1m 2 o2 mg 2
L—Emp +§mp.w +§Fpp —ﬁp

2. Equation d’Euler-Lagrange du systéme.

d /0L 0L d m m mg
_ ———=0 e . 2, e\ ) 2 - 2 I =0
75~ 3 72 (me* + 720%p") = (mp.? + gz 00"~ Z0)
En dérivant
oo m 2 oo 2 m o2 2 m o2 mg =0
MP= + pa PPt 2pm PP mMP W = pm PPt P =
Et donc

(R* + p»)p* +p.p*> —R(R.w*—g)p =0

3. Position(s) d’équilibre psq, de la perle.
pP=Pequ = Piqu=0 et pg=0
En remplagant dans I'équation du mouvement
—R(R.®* + g)psqu = 0

Donc il y a une seule position d’équilibre possible Péqu = 0

4. Hamiltonien.
2
oL m R Pp

— — . _ N2, = o _
Pp mp* + 3 p*p L

ap*

H(p,ppsrt) =ppp” — L
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En remplacant

R* p} 1R*  p} 1 1R? p> mg
H t)=——m—m—m—m—|——- —— - — 2. 2 2 P 9 2
CE) MR+ Zm@®+p2e 2t P R+ 2~ 2R P
Donc
R* p} 1R*  p} 1 1R? p> mg
H t)=—o——— o — —_ - — — — 2. 2___ 42 P _YJ .2
(p’pP” ) mRZ-I-pZ 2m(R2+p2)2 Zmp w Zmp (R2+p2)2+2Rp
Et
1R? p} 1 , 9\
Hopot) =5z 7 5m( +R)P
5. Les équations de Hamilton.
( ._8}[_R2 Pp
p ~ dp, mR?+p?
. 0H R? pg , g
R Ry A e I

En dérivant la premiére équation par rapport au temps

P P S T
mR2+p2  m (R?+ p?)?
En remplacant Pp
B
m R? + p? RZ+p

o2 o_m o2 2 g
4 avec pp—ﬁp p+m(a) +E)p
Donc

p 2 RZ 2 p 2
.C: L] < _2 L]
p R2+p2p +R2+p2(w +R)p R2+p2p

Et finalement

(R? + p»)p* = —p.p** + RRR.w* — g)p

6. Conservation du Hamiltonien.

Puisque @°* = w = constante, dans ce cas le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps et
alors il est une intégrale premiére du mouvement.

7. Energie mécanique.

Le Hamiltonien n’est pas égal a I’énergie mécanique totale car la position de la perle dépend
explicitement du temps.

F=p.é,+2.6,=p.cosQ.é,+p.sing.é,+z¢€, avec ¢=w.t+q,
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8. Méthode des multiplicateurs de Lagrange.
Contrainte z =p%/2R ou z-—p?/2R =0.
Donc le Lagrangien s’écrit
1 1 1 2
L(p,p*,2) = Emp'2 + Empz.a)z + Emz'2 - mg.z — . <Z — g—R)

Les équations de Lagrange

Li(aﬁ)_ﬁfz 4. 2 By
ac\apr) "ap . 21" = (mp.w? +5p) =0
d(@L) 612_0
dt\oz* dz

En rajoutant la contrainte, nous obtenons un systeme de trois équations

d L]
= (mz) = (=mg - )

mp*® — mp. w? —%p =0

mz*+mg+u=0
p? =2R.z

En dérivant la derniere équation deux fois
(2pp*)* = 2p°% + 2pp** = 2R.z**
Nous réduisons donc a deux équations
{ 1.p =mR(p** — p.w?)
R.u=-m(p** + pp** + Rg)
En éliminant u nous retrouvons I'équation du mouvement
R%(p* — p.w?) + p(p** + pp** + Rg) = 0

Et la force appliquée par le fil sur la perle est donnée par le multiplicateur de Lagrange

= —E(p°2 +pp* +Rg) =mR (p?_ wz)

H=77R
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EXERCICE 02: (10 points)
1. Ecrire la vitesse V,, de la masse m.

{xm = RO + l.sing - {x,'n = RO"* + lp*.cos @

Ym = —Ll.cos¢@ Ym = +lp®.sing
Donc

|17m = (RO* + lp*.cos p)é, + (lp°.sin <p)§y|

Et son module
Uy = +/(RO* + l@*.cos p)? + (lp°.sin )2

D’ou

Uy = \/RZQ'Z + 122 + 2IR.6°¢@"® cos ¢

En faisant 'approximation cos @ = 1 dans le cas des petites oscillations.

Uy = \/RZB‘Z + 122 + 2IR.0°¢p* = RO* + lp*

2. Ecrire le Lagrangien L du systéme.
1

2 1 2 1 2 pe2
T=§m.vm+§M.vM+§MR .0 et U =mgh

Avec vy = RO®* et h =y, =—l.cose.Enremplacant
1 2, 1 2902 11 00002
L=T—U=Em.(R9’+l(p') +EM.R 6° +EMR 6°“ + mgl.cos @
Ou

1
L= Sm (RO® + 1p*)2 + MR26°* + mgl. cos ¢

3. Ecrire les équations de Lagrange du systéme.

dt\og*) 0d¢p a(ml. (RO* +19*)) — (—mgl.sing) =0
d /0L 0L d

dt T35~ —(mR.(RO* +19*) + MR*6*) =0 =0
dt (ae-) o6~ ° 7t MR- *) )

Et

{RH" +1lp®** +g.sinp =0
(m+ M)RO** + mlp* =0

4. Pulsation propre des oscillations de petites amplitudes.

En reprenant les équations du mouvement
{RH" +1p** + g.sinp =0
(m+ M)RO** + mlp** =0
La deuxiéme équation donne

9.. — ml (1] (1)
~ " m+mr? -
En remplacant dans la premiere équation
Ml

—** .Si =0
(m+M)(p + g.sing

Dans le cas des oscillations de petites amplitudes (sin¢@ =~ ¢) on trouve
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Ml v gM+m
mmn? +9.9=0 ou QT = =T P = 0GP e (2)

D’ou la pulsation propre des oscillations

Pour M =m: wo =+/29/1

Pour M >» m: wo =+/9/1

5. Les équations horaires du mouvement.
La solution de I'équation différentielle (2) est de la forme
@(t) = A.sin(wyt + ¢)
En appliquant la condition initiale ¢°*(t =0) =0 ona
¢*(0) = Awgy.cos(¢p) =0 = ¢=m/2
En appliquant la condition initiale ¢@(t = 0) = ¢, ona

®(0) = ¢ = A.sin(n/2) =  A=¢
D’ou, I'équation horaire

|(p(t) = @q.sin(wot + T/2) = <p0.cos(w0t)|

En intégrant I'équation (1) on trouve
ml

0°— 65 = —m(fp'—fpﬁ)

Or 63 =0 et @y =0 (lesvitesses initiales des deux masses sont nulles). Donc

_ ml .
~ " m+mr?

En intégrant a nouveau

ml

9—90=—m(§0—%)

AvecHy, =0

6(t) = (@o.cos(wot) — @o)

m
" (m+ MR

6. Trouver une variable cyclique du mouvement.

6 est un variable cyclique, car elle n"apparait pas dans I'expression du Lagrangien alors que sa

dérivée 0° y apparait.

En déduire une intégrale premiére du mouvement.

d(aﬁ) 61:_0 R d(@L)_O
dt\oo*) 096 dt\ao*)
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Donc, I'intégrale premiére du mouvement est

L
YT mR.(R6°® + lg*) + MR?6° = mRlp* + (M + m)R?8°* = Constante

Elle représente le moment cinétique total du systéeme dans I'approximation des petits angles.

7. Hamiltonien

( _ 9 L RO+ lpt
oL = (m + M)R?6° + mlR. ¢°*
— — ° . 2Nne p@ (P
Po = 5o mR.(RO® + lp®) + MR“0

En inversant le systéme d’équation précédent

. (m+M) 1

= Mz Pe T mirPe
U I

~ " MIrP? T mR2zPo

Les positions et I'énergie potentielle ne dépendent pas explicitement du temps, donc le Hamiltonien
est égal a I’énergie mécanique totale

1
H=T+U-= Sm (RO® + 19p*)% + MR26°* — mgl. cos ¢

En remplagant ¢° et 8°.

ol LIRS O 5010 1 2+MR2( Lo 1 )2 l
2™\ TP TMRPO T Mt Pe T MRPO migPe T ygzPe) T MInCOS?

H(90.pp.p0) = 55+

2 2
127 1 1 1
<_7p¢’ +Ep9) —mgl.cos ¢
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