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FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
CORRIGE DE L’EPREUVE DE RATTRAPAGE

MODULE : MECANIQUE ANALYTIQUE.

EXERCICE 01: (12 points)

1. Contrainte.

[x + r = A = constante]|

Vitesses :

V=16 +1r0°.8 ; V,=x".6,=-1".6,
Hauteurs :

hy =—-r.cos@ ; hy,=—-x=r
2. Lagrangien.
L=T-U

Energie cinétique

1 1 1 1

T = Eml.vlz +Em2.v22 =5my. (r*? +7%26°?) +Em2.r'2

Energie potentielle
U =mygh; + mygh, = (m, —my.cos0)gr
Donc

1 1
L= S (r*? +7%20°%) + Emz.r'z — (m, —my.cos Q) gr

3. Equations de Lagrange.

d (a,c) oL d ) , L
dt\oar*) or . a((ml +my)r*) — (—(my —my.cos 0)g) =
d /oL 0L d . .

E(ae-) 90 a(mﬂ” 0°) — (—mygr.sinf) =0

D’ou les équations du mouvement (systéme d’équations différentielles) suivantes :

{(m1 + my)r** + (m, —my.cosf)g =0
20°+710*" + g.sinf =0

4. Impulsion généralisées.

oL 2 ne
p9=ﬁ=m1r 0

pr = o (my + my)re|

pr : est la quantité de mouvement totale du systéme dans la direction de 7.
Dg : est le moment cinétique de la masse m; par rapport a I’axe de la poulie.

5. Hamiltonien.

|7 = (p,7" +pe8*) — L|

Avec
. br . Pe

my+m, ' myr?
D’ou
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2

2 2
Dr Do 1 br 1 2 Do
= - = - —— —my.cos 8
<m1 +m; m1T2> <2 (my +m,) (my + m,)? + Zmlr (my7r2)? (m; —my.cos 6)gr
Et
1 p? P
H(r,6,pr,00) = T g + (m, —my.cos ) gr
6. Equations de Hamilton.
L_O0H . _O0H  pg
Cdp, my+m, ~ Opg myr?
P ( 6) | L in6
pr=——5-=—(my —my.cosf)g Po =~ g = ~Mugr.sin

En dérivant la premiére équation de chaque ensemble, puis en remplacant par la deuxiéme équation

w_  Dr _ —(m, —my.cosf)g
my +m, my +m,
.. Da Do mygr.sind  myr?e-
S omgr?2 Tmyrd myr2 myr3

Ce qui redonne les équations du mouvement

{

(my + my)r** + (my, —my.cos8)g =0

20°+ 710" + g.sinf =0

7. Le Hamiltonien est égal a I’énergie mécanique totale, car les contraintes ne dépendent pas
explicitement du temps, aussi les positions et les énergies potentielles ne dépendent pas

explicitement du temps.

8. Enreprenant les équation de Lagrange pour g = 0.

d - _ dpr

a((ﬂh +my)r) = dt 0 . {pr = constante
d dpe ’ P = constante
— 2y = 7 —
7 (myr<0°) It 0

Il'y a conservation de la quantité de mouvement total et du moment cinétique total.

9. Enintégrant la premiére équation et en utilisant les conditions initiales.

= T=170t+T0

En remplacant dans la deuxieme équation et en utilisant les conditions initiales.

(my + my)r* = (my + my)v, = constante

myr?0° = m;réw, = constante

Donc
. 76 Wo
— (vot +19)?
En intégrant
2
1§ w 1
6 =— 070 + K
vo (ot +19)
En utilisant les conditions initiales
Tow Tow Vot
K=0,+— et |[0=""Y 2 _ 19,
Vo vy (Vot +19)
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EXERCICE 02: (08 points)

H(q,p,t) = kq?*p?
1. Dimension de la constante k.

L L?
[ql=L ; [p]=M? ; [3—[]=Energie=Mﬁ
Donc
1
[kl = M. 12
2. Equations de Hamilton.
. OH kea?
q = ap qp
_ O0H Dhean?
p aq qap
A partir de la premiére équation
= q.
P 2kq?
3. Expression du Lagrangien.
H=pqg —-L
Donc
. . 2

L=pq —H =

¢ . 2<Q)
kg2 d TR\

q.z
L(q,q") = 2kq?

Ce qui donne

4. Le Hamiltonien est conservé, car il ne dépend pas explicitement du temps.
0H dH
—=——=0 = H = constante
at dt

5. Equation du mouvement de la fonction q.

0H
q" = % = 2kq?p avec p= |[— et H = constante

Donc

q"=2VkH.q=A.q
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6. Résolution de I’équation du mouvement.

H = kq?p? = constante

A= 2ng'[ = quOpo

At=0:

Et la constante A

En intégrant I'équation trouvée en 5.
. dq
q°=A.q > —q =A.dt

Donc
Ing=A.t+C
Et

q = K.exp(A.t)

En utilisant les conditions initiales qg(t = 0) = q, nous trouvons K = q,. Ce qui donne finalement

|Cl(t) = qo.exp(2kqopo. t)l
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