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FACULTÉ DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE 

CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE DE RATTRAPAGE 
MODULE : MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

 
EXERCICE 01: (12 points) 

1. Contrainte. 
ݔ + ݎ = ܣ = constante  

Vitesses : 
ଵݒ⃗ = .•ݎ ݁⃗௥ + .•ߠݎ ݁⃗ఏ     ; ଶݒ⃗     = .•ݔ ݁⃗௫ = .•ݎ− ݁⃗௫ 

Hauteurs : 
ℎଵ = .ݎ− cos ߠ     ;     ℎଶ = ݔ− =  ݎ

 

2. Lagrangien. 
ℒ = ܶ − ܷ 

Energie cinétique 

ܶ =
1
2

݉ଵ. ଵݒ
ଶ +

1
2

݉ଶ. ଶݒ
ଶ =

1
2

݉ଵ. ൫ݎ•ଶ + ଶ൯•ߠଶݎ +
1
2

݉ଶ.  ଶ•ݎ

Energie potentielle 
ܷ = ݉ଵ݃ℎଵ + ݉ଶ݃ℎଶ = (݉ଶ − ݉ଵ. cos  ݎ݃(ߠ

Donc 

ℒ =
1
2

݉ଵ. ൫ݎ•ଶ + ଶ൯•ߠଶݎ +
1
2

݉ଶ. ଶ•ݎ − (݉ଶ − ݉ଵ. cos ݎ݃(ߠ  

 

3. Equations de Lagrange.   

൞

݀
ݐ݀

൬
߲ℒ
൰•ݎ߲ −

߲ℒ
ݎ߲

= 0

݀
ݐ݀

൬
߲ℒ
൰•ߠ߲ −

߲ℒ
ߠ߲

= 0
�                 ⇒                  ൞

݀
ݐ݀

൫(݉ଵ + ݉ଶ)ݎ•൯ − (−(݉ଶ − ݉ଵ. cos (݃(ߠ = 0

݀
ݐ݀

(݉ଵݎଶߠ•) − (−݉ଵ݃ݎ. sin (ߠ = 0
� 

D’où les équations du mouvement (système d’équations différentielles) suivantes : 

൜
(݉ଵ + ݉ଶ)ݎ•• + (݉ଶ − ݉ଵ. cos ݃(ߠ = 0

•ߠ2 + ••ߠݎ + ݃. sin ߠ = 0
�  

 
4. Impulsion généralisées. 

௥݌ =
߲ℒ
•ݎ߲ = (݉ଵ + ݉ଶ)ݎ•      ; ఏ݌      =

߲ℒ
•ߠ߲ = ݉ଵݎଶߠ•  

 
 .ݎ ௥ : est la quantité de mouvement totale du système dans la direction de݌
 .ఏ : est le moment cinétique de la masse  ݉ଵ  par rapport à l’axe de la poulie݌
 

5. Hamiltonien. 

ℋ = •ݎ௥݌) + (•ߠఏ݌ − ℒ  
Avec 

•ݎ =
௥݌

݉ଵ + ݉ଶ
     ; •ߠ      =

ఏ݌

݉ଵݎଶ 

D’où 
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ℋ = ቆ
௥݌

ଶ

݉ଵ + ݉ଶ
+

ఏ݌
ଶ

݉ଵݎଶቇ − ቆ
1
2

(݉ଵ + ݉ଶ)
௥݌

ଶ

(݉ଵ + ݉ଶ)ଶ +
1
2

݉ଵݎଶ ఏ݌
ଶ

(݉ଵݎଶ)ଶ − (݉ଶ − ݉ଵ. cos  ቇݎ݃(ߠ

Et  

ℋ(ݎ, ,ߠ ௥݌ , (ఏ݌ =
1
2

௥݌
ଶ

݉ଵ + ݉ଶ
+

1
2

ఏ݌
ଶ

݉ଵݎଶ + (݉ଶ − ݉ଵ. cos ݎ݃(ߠ  

 
6. Equations de Hamilton. 

⎩
⎨

⎧ •ݎ =
߲ℋ
௥݌߲

=
௥݌

݉ଵ + ݉ଶ

௥݌
• = −

߲ℋ
ݎ߲

= −(݉ଶ − ݉ଵ. cos ݃(ߠ

�      ;     

⎩
⎨

⎧ •ߠ =
߲ℋ
ఏ݌߲

=
ఏ݌

݉ଵݎଶ

ఏ݌
• = −

߲ℋ
ߠ߲

= −݉ଵ݃ݎ. sin ߠ

�  

En dérivant la première équation de chaque ensemble, puis en remplaçant par la deuxième équation 

••ݎ =
௥݌

•

݉ଵ + ݉ଶ
=

−(݉ଶ − ݉ଵ. cos ݃(ߠ
݉ଵ + ݉ଶ

 

••ߠ =
ఏ݌

•

݉ଵݎଶ − 2
ఏ݌

݉ଵݎଷ = −
݉ଵ݃ݎ. sin ߠ

݉ଵݎଶ − 2
݉ଵݎଶߠ•

݉ଵݎଷ  

 
Ce qui redonne les équations du mouvement 

൜
(݉ଵ + ݉ଶ)ݎ•• + (݉ଶ − ݉ଵ. cos ݃(ߠ = 0

•ߠ2 + ••ߠݎ + ݃. sin ߠ = 0
� 

 
7. Le Hamiltonien est égal à l’énergie mécanique totale, car les contraintes ne dépendent pas 

explicitement du temps, aussi les positions et les énergies potentielles ne dépendent pas 
explicitement du temps. 

 
8. En reprenant les équation de Lagrange pour  ࢍ = ૙. 

൞

݀
ݐ݀

൫(݉ଵ + ݉ଶ)ݎ•൯ =
௥݌݀

ݐ݀
= 0

݀
ݐ݀

(݉ଵݎଶߠ•) =
ఏ݌݀

ݐ݀
= 0

�      ;      ቄ
௥݌ = constante
ఏ݌ = constante

�  

Il y a conservation de la quantité de mouvement total et du moment cinétique total. 
 
9. En intégrant la première équation et en utilisant les conditions initiales. 

(݉ଵ + ݉ଶ)ݎ• = (݉ଵ + ݉ଶ)ݒ଴ = constante      ⇒ ݎ      = ݐ଴ݒ + ଴ݎ  

En remplaçant dans la deuxième équation et en utilisant les conditions initiales. 

݉ଵݎଶߠ• = ݉ଵݎ଴
ଶ߱଴ = constante 

Donc 

•ߠ =
଴ݎ

ଶ߱଴
ݐ଴ݒ) +  ଴)ଶݎ

En intégrant 

ߠ = −
଴ݎ

ଶ߱଴

଴ݒ

1
ݐ଴ݒ) + (଴ݎ +  ܭ

En utilisant les conditions initiales 

ܭ = ଴ߠ +
଴߱଴ݎ

଴ݒ
        et       ߠ =

଴߱଴ݎ

଴ݒ

ݐ଴ݒ
ݐ଴ݒ) + (଴ݎ + ଴ߠ  
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EXERCICE 02: (08 points) 

ℋ(ݍ, ,݌ (ݐ =  ଶ݌ଶݍ݇

1. Dimension de la constante ࢑. 

[ݍ] = ;      ܮ [݌]       = ܯ
ܮ
ܶ

      ;       [ℋ] = Energie = ܯ
ଶܮ

ܶଶ 

Donc 

[݇] =
1

.ܯ ଶܮ  

 
2. Equations de Hamilton. 

⎩
⎨

⎧ •ݍ =
߲ℋ
݌߲

= ݌ଶݍ2݇

•݌ = −
߲ℋ
ݍ߲

= ଶ݌ݍ2݇−

�  

A partir de la première équation 

݌ =
•ݍ

ଶݍ2݇  

 
3. Expression du Lagrangien. 

ℋ = •ݍ݌ − ℒ 
Donc 

ℒ = •ݍ݌ − ℋ =
•ݍ

ଶݍ2݇ •ݍ − ଶݍ݇ ൬
•ݍ

ଶ൰ݍ2݇
ଶ

 

Ce qui donne 

ℒ(ݍ, (•ݍ =
ଶ•ݍ

ଶݍ2݇  

 
4. Le Hamiltonien est conservé, car il ne dépend pas explicitement du temps. 

߲ℋ
ݐ߲

=
݀ℋ
ݐ݀

= 0     ⇒     ℋ = constante 

 

5. Equation du mouvement de la fonction ࢗ. 

•ݍ =
߲ℋ
݌߲

= ݌         avec         ݌ଶݍ2݇ = ඨ
ℋ

ଶݍ݇         et       ℋ = constante 

Donc  

•ݍ = 2√݇ℋ. ݍ = .ܣ ݍ  
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6. Résolution de l’équation du mouvement. 

ℋ = ଶ݌ଶݍ݇ = constante 
A ݐ = 0 : 

ℋ = ଴ݍ݇
ଶ݌଴

ଶ  
Et la constante ܣ 

ܣ = 2√݇ℋ =  ଴݌଴ݍ2݇

En intégrant l’équation trouvée en 5. 

•ݍ = .ܣ ⇒      ݍ       
ݍ݀
ݍ

= .ܣ       ݐ݀

Donc 
ln ݍ = .ܣ ݐ +  ܥ

Et 
ݍ = .ܭ exp(ܣ.  (ݐ

En utilisant les conditions initiales ݐ)ݍ = 0) = ܭ   ଴   nous trouvonsݍ =  ଴. Ce qui donne finalementݍ

(ݐ)ݍ = .଴ݍ exp(2݇ݍ଴݌଴. (ݐ  


