UNIVERSITE ZIANE ACHOLR - DJELFA Mardi 02/07/2019

FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
CORRIGE DE L’EPREUVE DE RATTRAPAGE

MODULE : MECANIQUE ANALYTIQUE.

EXERCICE 01 : (12 points)
1. Positions de la masse ponctuelle.

{xm =1l.cosf + l.cos¢
Vm = L.sin@ + l.sin ¢

Vitesse de la masse ponctuelle

{x,'n =—L1.(0°.sinfB + ¢°.sin ¢)
Ym = 1.(6°.cosO + ¢°.cos ¢)

Et le carré du module de la vitesse

VA = x5yt =12 (6'2 + ¢ + 26°¢*(cos 6 cos ¢ + sin @ sin ¢))

Ou
vE = x5 oyt =12(07 + ¢ +20°¢" cos(6 — ¢))

On fait I'approximation cos(6 — ¢) =~ 1, donc

2. Lagrangien.
Energie cinétique

T = %Ia)2 + %mvrzn = %MRZ. 0°% + %mlz(ﬁ' +¢)2 =mi2.0°% + %mlz(e' + ¢*)?
Energie potentielle
U=mg.h,, = —-mg.x,
Donc
U = —mgl. (cos 8 + cos ¢)
Et le Lagrangien

1
L=T—-U=ml20"*+ Emlz(ﬂ' + ¢°)% + mgl. (cos 8 + cos ¢)

3. Equations de Lagrange.

dt\og*) 09 . a( ml.0° + ml=( +¢))—(—mg.sm ) =
i(@L)_aL_o d o . | )
dt\og ) a¢p — (6" +¢) ~ (~mgl.sing) = 0

Pour les petites oscillations sinf =~ 6 et sing = ¢

D’ou le systeme d’équations différentielles

3.0" + ¢ + w0 =0
0" + ¢ +wd.¢ =0

~|Q

avec w3 =
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4. Pulsations propres : En posant les solutions particuliéres de ces équations sous la forme :
0(t) = As.sin(w.t + @) ; ¢(t) = A,.sin(w.t + @)
Et en remplacant dans les équations différentielles précédentes, nous trouvons
(wé —3w?).A; —w?. A, =0
{—wZ.Al + (w3 — w?).4, =0
Ce qui nous raméne a un systeéme linéaire d’équation sans second membre qui n’admet de solutions

non nulles que dans le cas ou le déterminant est égal a zéro.

2 2 2
wg — 3w -
N ,| = (W§ —3wH)(w§ —w?) —w*=0

—w w3 —w
Ce qui donne I’équation du deuxiéme ordre dont I'inconnue est w?.

20* — 4wd. w? + wi =0

A= /160)3 — 8wt = 2V2w3

4w} £ 22w
==

Et les pulsations propres (fondamentale et harmonique).

Le discriminant est égal a

Les solutions

w

H™

— 1 — E g . — 1 + E g
@r= 2 INT| | T 2 N1
5. Moments conjugués.
_ o 1?(36° + ¢°) ; _ 0 12(6° + ¢°)
6. Vitesses généralisées.
Do D¢
36° f=— 1 t 6° f=— ... 2
+é ml? M ¢ +é ml? @)

En faisant (1) — (2) puis 3.(2) — (1) ontrouve:

1 1
0 = iz (e —pg) et P = iz (3py — o)
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7. Hamiltonien.

H (6, d,pg. Py t) = (Pe-0° + Dy ¢°) — L
D’ou

. . 2 o2 1 2 . \2
H = (pg. 0 +p¢.¢)— ml-.0 +§ml (0° + ¢*)* + mgl.(cos @ + cos ¢p)
En remplagant 8° et ¢°.

2 2
1 (Po—py)” 1, (2ps)
>mlZ (pg — 2pgp¢ + 3pé) — mlzﬁ + Emlz m + mgl. (cos 8 + cos ¢)

1 1
= W(pg — 2popg t+ 3p§)) - <W (pé — 2popg t+ 3p§)) + mgl. (cos 8 + cos ¢)>

Donc

1 2 2
}[(6, b, 06, D> t) = W(pe — 2pepg + 3p¢) —mgl. (cos 8 + cos ¢)

8. Le Hamiltonien est égal a I’énergie mécanique totale.

|[H=T+U=E|

Car I'énergie potentielle U ainsi que les positions des deux corps ne dépendent pas explicitement du
temps.

9. Equations de Hamilton.
oH

6°=— . 1
oo 0 =g (o mp)
s _ _ " pg = —mgl.sin6
Po 96
Et
( b = oH 1
Ipg N ¢ = iz (3pp — o)
p = _9H Py = —mgl.sin¢g
¢ ¢
En dérivant les moments trouvés en 5.
Py =mi2(367 +¢™) ;i py=mi(E" + ")

Puis en remplacant on trouve
{mlz(BH" + ¢**) = —mgl.sin0
ml?(0°° + ¢°*) = —mgl.sin ¢

Et dans le cas des petites oscillations sinf = 8 et sin¢ = ¢, on retrouve

avec w3 =

3.0" + ¢ + w0 =0
0 + ¢ + wd.¢ =0

~|Q
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EXERCICE 02 : (08 points)

1. Dimension de la constante k.

=L ;5 lq1=%  [£]=Energie=ME
ql = ; q°'| = i = Energie = T2
Donc
[k] = M. L?
2. Hamiltonien.
Le moment conjugué
oL I q° .1 )
= = —_ = = —
p aq° 2 q X bq

Et le Hamiltonien
H=pqg*— L= 1 2g2 1k ! i
=pq _kp q 22

(ere’)

Ce qui donne

1
H(q,p,t) =ﬁp2q2

3. Le Hamiltonien est conservé, car il ne dépend pas explicitement du temps.

0H dH
—=——-=0 = H = constante
at dt
4. Equations de Hamilton.
. 0H 1,
q = ap kq p
. OH 1
5. Equation du mouvement de la fonction q.
. 0H 1, _V2k.H ¢ - cant
q—ap—kqp avec D= p e = constante
Donc
. |2H 4
q = k -q=A4.q
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6. Résolution de I’équation du mouvement.

H = ipzq2 = constante
2k
At=0:

1
H = ﬁqug

_|2H  qopo
A_,’ kK k

dq
q':A_q = 7:Adt

Et la constante A

En intégrant I'’équation trouvée en 5.

Donc

Ing=A.t+C
Et

q = K.exp(A.t)

En utilisant les conditions initiales g(t = 0) = q, nous trouvons K = q,. Ce qui donne finalement

q(t) = qo.exp (q(}cpo t)
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