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FACULTE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
CORRIGE DE L’EPREUVE SEMESTRIELLE

MODULE : MECANIQUE ANALYTIQUE.

EXERCICE 01: (12 points)

1. Nombre de degrés de liberté.
02 degrés de liberté : Coordonnées généralisées (6, @).

2. Ecrire le Lagrangien L du systéeme.
L=T-U
1 1

1
Tzzml.v12+zm2.v22 et U=mygh, +mygh, +§k.x2

Avec my =m, = m.
En utilisant I’expression de la vitesse en coordonnées sphériques
V=716 +1.0%€ +1.sinf.9"¢é,
Comme r = a = constante. Donc
P=a.0"8 +asingd.p%8, et vi=v3=a%(0""+sin?0.9"%)
D’autre part

hy = h, = —a.cosf et x=2a.cosf
En remplagant

1 1
L= EZmaz. (6°% +sin? 9. ¢*?) — E4ka2. cos? 8 + 2mga. cos 6

Ou

L =ma? (8°* +sin?0.¢**) — 2ka?.cos?  + 2mga.cos 0

3. Ecrire les équations de Lagrange du systéeme.

d <a,c) oL
dt\ag*) 96
d (612) oL 0
dt\dg*) 0d¢
D’ou
d
e (2ma?6*) — (2ma?p**sin6.cos @ + 4ka?sin @ .cos § — 2mga.sin ) = 0
d
E(Zma2 sin?0.¢*)—0=0
Et

ma?0** —ma%¢**sinf.cos6 — 2ka? sin6.cos 6 + mga.sinf = 0
sin?@.¢* + 2sinf.cosf.0°.¢° =0

4. Trouver une variable cyclique du mouvement.

¢ est un variable cyclique, car elle n’apparait pas dans I'expression du Lagrangien alors que sa
dérivée ¢° y apparait.
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En déduire une intégrale premiéere du mouvement.

d(c’)L) E)L_O N d(@L)_O
dt\dg*) 0d¢ dt\dgp*/)

Donc, l'intégrale premiére du mouvement est

oL 5 o
= 2ma* sin“ 6. ¢* = Constante
do*

Elle représente la composante du moment cinétique suivant I'axe vertical (0Z).

5. L’angle d’équilibre du losange dans le cas ol le systéme ne tourne pas.
Pour (¢°® = 0), la premiére équation différentielle du mouvement devient
ma?0** — 2ka?sin 6 .cos § + mga.sinf = 0

Et I'angle d’équilibre est obtenu en posant  6¢gyijipre = 0- Donc

—2ka?sin@.cos @ + mga.sinf =0 = sin@.(mg — ka.cos@) =0

D’ou les solutions

Y

{ sinf =0 B¢quitibre = 0
ka.cos® = mg Bsquilibre = arccos(mg/ka)

6. Calculer le Hamiltonien 3 du systéme.

H (6, 0,00,Pp:t) = (pg.0° + Dy 9°) — L

Avec
oL
Do = = 2ma?0°* ge = Lo
a6° 2ma?
=
— 0L =2 2 o 20 . * — p—(p
Po = 3pe ~ cma SN0 ¥ = 2mazsinzo
D’ou

H = (pg.0° +py.9°) — (ma?.(6°% + sin? 0. ¢*?) — 2ka?. cos? 6 + 2mga. cos 6)
En remplagant pg et p,.
H = (Zmaz. (6°% +sin? 4. go'z)) — (ma?.(6°% +sin? 0. ¢*?) — 2ka?.cos? 6 + 2mga.cos 6)

Donc
H =ma? (6°% +sin?0.¢**) + 2ka®.cos? 6 — 2mga.cos§ =T + U

En remplagcant 6° et ¢°.

H = ma®. <( Pe )2 +sin? 9. (P—q;)Z) + 2ka?.cos? 6 — 2mga.cos @

2ma? 2ma? sinZ 0
L_pé ! p(f, 2 2
= 22ma®  22matsinzg T 2ka-cos”b — Zmga.cost
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7. Ecrire les équations de Hamilton du systeme.

oH
g° = — 9 = Po
dpe 2ma?
oM = Po
\ps = — = Py = qu;z sin~3 6 .cos 6 + 4ka?.sin 6 .cos 6 — 2mga.sin 6
Et
(. OH 5
¢ =7 . ¢
0 L
P = 2ma? sin2 0
oM - _
p;o e — p(p - 0
\ de
En prenant la dérivée par rapport au temps de la premiére équation pour chaque coordonné
. . 2
pe p(p p(p i =3
6 = t = + 0. 6.6°
2ma? o ¢ 2ma?sin26 | 2ma? " €08

Avec py =0 donc p, =2ma®sin®6.¢* = constante.

En remplagant pg et Py ilvient que

2

2ma?6** =pg = sin"3 6 .cos 6 + 4ka?.sin 6 .cos 6 — 2mga.sin O

2ma?
(2ma®sin? 6 ¢*)* = p;, = 0
Puis

ma?0°** = ma%¢**sin @ .cos 6 + 2ka?.sin 6. cos 6 — mga.sin
sin?@.¢* + 2sinf.cosf.0°.¢° =0

Se sont les mémes équations trouvées par le formalisme de Lagrange.

8. Hamiltonien.

Le Hamiltonien (ainsi que le Lagrangien) ne dépend pas explicitement du temps, alors le Hamiltonien
est une intégrale premiére du mouvement

0H dH
—=—=90 = H = constante
at dt

Puisque I'énergie potentielle ne dépend que des coordonnées généralisées (6, @) alors

H=T+U=E,
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EXERCICE 02: (08 points)
1. Ecrire la vitesse V,, de la masse m.

{xm =x+Lsin6 N {x,’n =x*+10°.cosO
Ym = —l.cos 6 Ym = +16°.sin 0
Donc

|13m = (x* 4+ 10°.cos0)é, + (16°.sin 9)éy|

Et son module

Uy =/ (x® + 18°.cos 0)2 + (16°.sin H)2
D’ou

Uy = Va2 +120°% + 210°x* cos 0

En faisant I'approximation cos 8 = 1 dans le cas des petites oscillations.

Uy = Va2 4+ 120°% + 210°x* = x* + 16°

2. Ecrire le Lagrangien L du systeme.

1 2, 1 2
T=Em.vm+§M.vM et
Avec vy =x* et h=y, =—l.cosf.Enremplacant

U =mgh

1 1
L=T-U= Sm (x* +16°)? +EM.x'2 + mgl.cos @

Ou

2

1 2 2 1 2
L=-ml.6° +§(M+m).x' + mlB°x* + mgl.cos 6

3. Ecrire les équations de Lagrange du systéme.
d (aﬁ) aL _0

dt\ox*) ox
d(c’)L) oL _ . =
dt\o6*/ 06

Et

{ (M +m).x**+mlé** =0
ml2.0° +ml.x** + mgl.sinf =0

4. Trouver une variable cyclique du mouvement.

%((M+m).x'+ml@') -0=0

d
E(mlz.e' +ml.x*) + mgl.sinf = 0

=<V

l.cos@

x est un variable cyclique, car elle n"apparait pas dans I'expression du Lagrangien alors que sa

dérivée x° y apparait.

En déduire une intégrale premiére du mouvement.

d /oL oL d
ORI |
dt \0x* ox dt

Donc, l'intégrale premiére du mouvement est

oL
ox®

=(M+m).x*+mlf* = M.x* +m.(x* + 10°) = Constante

Elle représente la projection de la quantité de mouvement totale du systéme suivant I'axe (0X) (dans

I"approximation des petits angles).
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5. Pulsation propre des oscillations de petites amplitudes.
En reprenant les équations du mouvement

{ (M +m).x**+mlo** =0
ml%.0° +ml.x** + mgl.sinf =0
La premiére équation donne

ml
== 6* ... (1
x M+m M
En remplagant dans la seconde équation
2l2
2 oo oo : —
ml“.0 M+m6 +mgl.sinf =0

Dans le cas des oscillations de petites amplitudes (sin 8 =~ 0) on trouve

Ml ge — p ge — gM+m
M+m. 9 ou Tl M

0=—w3.0| ...

D’ou la pulsation propre des oscillations

0)0=

~|Q
=
|+
3

6. Les équations horaires du mouvement.
La solution de I'équation différentielle (2) est de la forme
0(t) = A.sin(wyt + @)
En appliquant la condition initiale 6°(t =0) =0 ona
0°(0) = Awgy.cos(p) =0 = p=m/2
En appliquant la condition initiale 6(t =0) = 6, ona

D’ou, I’équation horaire

|0(t) = 0,.sin(wyt + 7/2) = 0,. cos(a)ot)|

En intégrant I’équation (1) on trouve

. o ml ° .
X _xOZ_M+m(9 —65)
Or x5 =0 et 8; =0 (les vitesses initiales des deux masses sont nulles). Donc
. ml °
= T M+m
En intégrant a nouveau
X —Xo = —Mrilm(e —6y)
D’ou
m
x(t) = — M (6y.cos(wot) — By) + x,

(2)
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