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FACULTE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
CORRIGE DE L’EPREUVE SEMESTRIELLE

MODULE : MECANIQUE ANALYTIQUE.

EXERCICE 01: (12 points)
1. Contrainte : La longueur du fil est constante.
z + r = | = constante = z=1l—-r et z*=-r°

La masse m se déplace dans le plan, elle posséde deux degrés de liberté.
La masse M se déplace sur une droite, elle a un seul degré de liberté.
03 degrés de liberté — 01 contrainte = 02 degrés de liberté : Coordonnées généralisées (1, 8).

2. Ecrire le Lagrangien L du systéeme.
L=T-U
1

1
T=Em.v2+§M.V2 et U=mgh+ MgH

En utilisant I'expression de la vitesse en coordonnées polaires
v=r"¢é.+r.0%¢ et V=z8=-r¢,
D’autre part

h=0=constante et H=-z=r-—1
En remplagant

1 1
L= Em(r’2 +126%%) +§M.r’2 — Mgr + Mgl
Ou

1 1
L= E(m +M).7°% + Emrzﬁ’z — Mgr

3. Ecrire les équations de Lagrange du systéme.

d (612) oL _
dt\or*) or
d (c’)L) oL _
dt\ag*) 96
D’ou
d
T ((m + M)r*) — (mé**r — Mg) =0
d (mr20*)—0=0
I mr =
Et

{(m + M)r** —mé**r + Mg =0
2mr.r*0° + mr26°° =0

4. Trouver une variable cyclique du mouvement.

6 est un variable cyclique, car elle n’apparait pas dans I'expression du Lagrangien alors que sa
dérivée 0° y apparait.

En déduire une intégrale premiéere du mouvement.

d(aﬁ) E)L_O R d(OL)_O
dt\ag*) a6 dt\ag*)
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Donc, l'intégrale premiére du mouvement est

2L
06°

= mr?6°® = Constante

Elle représente la composante du moment cinétique total suivant I'axe vertical (0Z).
5. L’équation différentielle de la variable 7.
mr26°® = A = Constante = 0 =——

En remplagant dans la premiere équation différentielle

A
(m+M)r"—m9'2r+Mg = (m+M)r"—m(W> r+Mg=20

D’ou
A2
(m+M)r"—W+Mg =0
6. Cas du mouvement circulaire. v = R = Constante et r**=0
A2 Az \"?
_mR3+Mg=O = Rz(M.m.g)

Et en fonction de la vitesse angulaire (8° = w = Constante) de la masse m.

_m2R46.2+M _ o . = Mg
mR3 9 m. w?

7. Calculer le Hamiltonien H du systéme.

H(@,0,pr,00,t) = (pr.7° +pg.0°) — L

Avec
L . R
pr—ar.—(m+M)r N Y
L Pe
— — 20e 9. [
pg—ae.—mre 2
D’ou

1 1
H = (pr.7° +pp.0°) — (E (m+M).r** + Emrze'z - Mgr)

En remplacant r* et 6°.
2 2 2 2
pr Pp 1 pr 1
H = — |-z M)———=+= -M
<m +M + mr2> (2 (m + M) (m + M)? + 2™ (mr2)2 gr)
2

_1 p L1 Pé
2m+M  2mr?

Donc

+ Mgr
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8. Ecrire les équations de Hamilton du systeme.

o __ a}[ r. _ pr
- ap, m+M
o Ps
o _ _ e _ 7 _ M
pr a_r pr mr3
Et
e° ks p
= — . __ 0
{ 9o = o= mr?
oH o _
S = p@ =0
U?e 90
En prenant la dérivée par rapport au temps de la premiére équation pour chague coordonné
pr Pa Pe Pe
oo _ t 0..:_—2_.:—2_.
r m+ M ¢ mr2 mrd’ o

Avec pg donc p, = mr26° = constante.

En remplagant p; et pg il vient que

(1] L] pe
(m+Mr* =pr =_""5—Mg
mr3.0° = =2r.py

Comme pg = mr?6° nous obtenons

{(m + M)r** =mr.0°* — Mg
r.0% = =2r*6°

Se sont les mémes équations trouvées par le formalisme de Lagrange.

9. Le Hamiltonien (ainsi que le Lagrangien) ne dépend pas explicitement du temps, alors le
Hamiltonien est une intégrale premiere du mouvement
oH dH
—_—=—= =  H = constante
at dt

10. Puisque I'énergie potentielle ne dépend que des coordonnées généralisées (0, ¢) alors

H=T+U=E,
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EXERCICE 02: (08 points)
2 p2
H(q,p) ==———B.q>
(¢.p) = 7 B-q

1. Dire pourquoi H est une constante du mouvement.
H(q,p) ne dépend pas explicitement du temps. Comme :

dH 0H

—_— =0 = H = Constante

dt Jat

2. Ecrire les équations de Hamilton du systéme.

( . 0H a*p
! T T me?

. 0H a?p? o
lp =% me B.q
3. Transformation.
2
q p
[ J— P — —
Q a et aq

Pour que la transformation soit canonique, elle doit vérifier:  {q,p}op = {Q,P}qp =1

dQaoP dQaP
{Q:P}q,p = A T A A
dq dp  dp dq
En dérivant
v (o)
,P =———0.|—a—=]) =
{Q,PYqp 2q a 72
La transformation est canonique.
4. Nouvel Hamiltonien.
q° ([ q=y2a0

En remplacant dans I'expression de I’'Hamiltonien

@ P2(2/a)Q

H(QJP)ZZm ZaQ——BZaQ

D’ou

PZ
H(Q,P) = om 2a8.Q

5. Equations de Hamilton.

'_aH_P

¢ TP m
P* = aH—Z

= aQ_ aﬁ

En intégrant ces deux équations différentielles en commencgant par la deuxieme
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6.

7.

._P_Zaﬁt_l_
Q m m

Py

m

0w =2

P(t) = 2aB.t + P,

Py
t? +t+ Qo

Qo et P, sontdes constantes d’intégrations déterminée a partir des conditions initiales.

Solution en q et p. En remplagant :

2a.

q= Q

av]
W
QO

p:

\

R |3

o) = ap.t 4 ) (22

m

2P,

am

t% +

/2
2028 . 2aP, !
= 2 2
q(t) < — te + — t+ aQ0>

t+

%)1/2

(24

aidé a obtenir des équations différentielles plus simples a intégrer.

En comparant les réponses aux questions 2 et 5, nous remarquons que la transformation nous
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