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FACULTÉ DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE 

CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE SEMESTRIELLE 
MODULE : MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

 
EXERCICE 01: (12 points) 

1. Energie potentielle en fonction de ࢄ૚ et ࢄ૛. 
Elongation du premier ressort :      ( ଵܺ − ݈଴) 
Elongation du Deuxième ressort :      (ܺଶ − ଵܺ − ݈଴) 
Hauteurs  

ℎଵ = − ଵܺ     ;      ℎଶ = −ܺଶ 
L’énergie potentielle du système 

ܷ =
1
2

݇( ଵܺ − ݈଴)ଶ +
1
2

݇(ܺଶ − ଵܺ − ݈଴)ଶ − ݉݃( ଵܺ + ܺଶ)  

 
2. Positions d’équilibre.  

߲ܷ
߲ ଵܺ

= ݇( ଵܺ − ݈଴) − ݇(ܺଶ − ଵܺ − ݈଴) − ݉݃ = 0 

߲ܷ
߲ܺଶ

= ݇(ܺଶ − ଵܺ − ݈଴) − ݉݃ = 0 

D’où le système d’équations 

൜
2݇. ଵܺ − ݇. ܺଶ = ݉݃          

−݇. ଵܺ + ݇. ܺଶ = ݉݃ + ݈݇଴
� 

Dont la résolution donne 

ଵܺé୯୳ = 2
݉݃

݇
+ ݈଴           ;          ܺଶé୯୳ = 3

݉݃
݇

+ 2݈଴  

 
3. Positions par rapport à l’équilibre. 

൜
ଵݔ = ଵܺ − ଵܺé୯୳
ଶݔ = ܺଶ − ܺଶé୯୳

�          ⇒          ቊ ଵܺ = ଵݔ + ଵܺé୯୳ = ଵݔ + (2 ݉݃ ݇⁄ ) + ݈଴

ܺଶ = ଶݔ + ܺଶé୯୳ = ଶݔ + (3 ݉݃ ݇⁄ ) + 2݈଴
� 

En remplaçant dans l’expression de ܷ. 

ܷ =
1
2

݇൫ݔଵ + (2 ݉݃ ݇⁄ )൯
ଶ

+
1
2

݇൫ݔଶ − ଵݔ − (݉݃ ݇⁄ )൯
ଶ

− ଶݔ)݃݉ + ଵݔ + (5݉݃ ݇⁄ ) + 3݈଴) 

En développant 

ܷ =
1
2

ଵݔ݇
ଶ +

1
2

݇(2 ݉݃ ݇⁄ )ଶ + ଵݔ2݉݃ +
1
2

ଶݔ)݇ − ଵ)ଶݔ +
1
2

݇(݉݃ ݇⁄ )ଶ + ଶݔ)݃݉ − (ଵݔ

− ଶݔ)݃݉ + ଵݔ + (5݉݃ ݇⁄ ) + 3݈଴) 

ܷ =
1
2

ଵݔ݇
ଶ +

1
2

ଶݔ)݇ − ଵ)ଶݔ + (2݉݃ − 2݉݃). ଵݔ + (݉݃ − ݉݃). ଶݔ +
1
2

݉ଶ݃ଶ

݇
− 5

݉ଶ݃ଶ

݇

+ 2
݉ଶ݃ଶ

݇
− 3݈݉݃଴ 

Donc 

ܷ =
1
2

ଵݔ݇
ଶ +

1
2

ଶݔ)݇ − ଵ)ଶݔ −
5
2

݉ଶ݃ଶ

݇
− 3݈݉݃଴ 

Finalement 

ܷ =
1
2

݇. ଵݔ
ଶ +

1
2

ଵݔ)݇ − ଶ)ଶݔ + Constante  

ሬሬ⃗ࢍ  

૚࢓ =  ࢓

(࢑,  (૙࢒
 

૛࢓ =  ࢓

 ૚ࢄ

 ૛ࢄ
(࢑,  (૙࢒
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4. Lagrangien. 
ℒ = ܶ − ܷ 

Energie cinétique 

ܶ =
1
2

݉ଵ. ଵݒ
ଶ +

1
2

݉ଶ. ଶݒ
ଶ =

1
2

݉. ൫ ଵܺ
•ଶ + ܺଶ

•ଶ൯ =
1
2

݉. ൫ݔଵ
•ଶ + ଶݔ

•ଶ൯ 

Donc 

ℒ =
1
2

݉. ൫ݔଵ
•ଶ + ଶݔ

•ଶ൯ −
1
2

݇. ଵݔ
ଶ −

1
2

ଵݔ)݇ − ଶ)ଶݔ  

 
5. Equations de Lagrange.  (on pose : ߱଴

ଶ = ݇ ݉⁄ ). 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݀

ݐ݀
ቆ

߲ℒ
ଵݔ߲

•ቇ −
߲ℒ
ଵݔ߲

= 0

݀
ݐ݀

ቆ
߲ℒ
ଶݔ߲

•ቇ −
߲ℒ
ଶݔ߲

= 0

�                 ⇒                  ൞

݀
ݐ݀

ଵݔ݉)
•) − ൫−݇ݔଵ − ଵݔ)݇ − ଶ)൯ݔ = 0

݀
ݐ݀

ଶݔ݉)
•) − ൫+݇(ݔଵ − ଶ)൯ݔ = 0

� 

D’où les équations du mouvement (système d’équations différentielles) suivantes : 

൜
ଵݔ݉

•• + ଵݔ2݇ − ଶݔ݇ = 0
ଶݔ݉

•• + ଶݔ݇ − ଵݔ݇ = 0
�                ou           ቊ

ଵݔ
•• + 2߱଴

ଶ. ଵݔ − ߱଴
ଶ. ଶݔ = 0

ଶݔ
•• + ߱଴

ଶ. ଶݔ − ߱଴
ଶ. ଵݔ = 0

�         avec    ߱଴
ଶ = ݇ ݉⁄  

 
6. Pulsations propres. 
En posant les solutions de la forme :  

ଵݔ = .ଵܣ sin(߱ݐ + ߮)     ; ଶݔ        = .ଶܣ sin(߱ݐ + ߮) 
ଵݔ

•• = −߱ଶ. .ଵܣ sin(߱ݐ + ߮)     ; ଶݔ       
•• = −߱ଶ. .ଶܣ sin(߱ݐ + ߮) 

D’où le système d’équations différentielles se ramène a un système d’équations linéaires 

ቊ
(2߱଴

ଶ − ߱ଶ). ଵܣ − ߱଴
ଶ. ଶܣ = 0

−߱଴
ଶ. ଵܣ + (߱଴

ଶ − ߱ଶ). ଶܣ = 0
� 

Le système d’équations linéaires étant sans second membre, le déterminant doit être nulle pour 
que les solutions ne soient pas triviales (égales à  0). 
 

ቤ
(2߱଴

ଶ − ߱ଶ) −߱଴
ଶ

−߱଴
ଶ (߱଴

ଶ − ߱ଶ)
ቤ = 0 

D’où l’équation caractéristique 
(2߱଴

ଶ − ߱ଶ)(߱଴
ଶ − ߱ଶ) − ߱଴

ସ = 0 
Ou 

(߱ଶ)ଶ − 3߱଴
ଶ. ߱ଶ + ߱଴

ସ = 0 

C’est une équation du deuxième ordre d’inconnue   ߱ଶ, dont les solutions sont : 

߱୊୭୬ୢୟ୫ୣ୬୲ୟ୪ୣ
ଶ =

3 − √5
2

߱଴
ଶ               et              ߱ୌୟ୰୫୭୬୧୯୳ୣ

ଶ =
3 + √5

2
߱଴

ଶ   

 
 

7. Forme générale des solutions. 

Pour  ߱ = ߱୊୭୬ୢୟ୫ୣ୬୲ୟ୪ୣ   (en remplaçant dans le système d’équations linéaires) 

൝
൫2߱଴

ଶ − ൫3 − √5൯ ߱଴
ଶ 2⁄ ൯. ଵܣ − ߱଴

ଶ. ଶܣ = 0
−߱଴

ଶ. ଵܣ + ൫߱଴
ଶ − ൫3 − √5൯ ߱଴

ଶ 2⁄ ൯. ଶܣ = 0
�        ⇒ ଵܣ        =

√5 − 1
2

ଶܣ  
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Pour  ߱ = ߱ୌୟ୰୫୭୬୧୯୳ୣ   (en remplaçant dans le système d’équations linéaires) 

൝
൫2߱଴

ଶ − ൫3 + √5൯ ߱଴
ଶ 2⁄ ൯. ଵܣ − ߱଴

ଶ. ଶܣ = 0
−߱଴

ଶ. ଵܣ + ൫߱଴
ଶ − ൫3 + √5൯ ߱଴

ଶ 2⁄ ൯. ଶܣ = 0
�        ⇒ ଵܣ        =

−√5 − 1
2

ଶܣ  

D’où la forme générale des solutions : 

ቐݔଵ(ݐ) = ቆ
√5 − 1

2
ቇ .୊ܣ sin(߱୊ݐ + ߮୊) + ቆ

−√5 − 1
2

ቇ .ୌܣ sin(߱ୌݐ + ߮ୌ)

(ݐ)ଶݔ = .୊ܣ sin(߱୊ݐ + ߮୊) + .ୌܣ sin(߱ୌݐ + ߮ୌ)

�  

Tel que :  ܣୌ, ,୊ܣ  ߮ୌ, ߮୊   sont des constantes d’intégrations, elles sont déterminées à partir des 
conditions initiales sur les positions   ݔଵ(0) , ଵݔ  ଶ(0)    et les vitessesݔ

•(0) , ଶݔ
•(0) . 
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EXERCICE 02: (08 points) 

ℒ =
1
2

൫ݍଵ
•ଶ + ଶݍ

• ଶ൯ −
1
2

߱଴
ଶ(ݍଵ

ଶ + ଶݍ
ଶ) + .ߙ ;         ଶݍଵݍ          (߱଴

ଶ >  (ߙ

1. Equations du mouvement. 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݀

ݐ݀
ቆ

߲ℒ
ଵݍ߲

•ቇ −
߲ℒ
ଵݍ߲

= 0

݀
ݐ݀

ቆ
߲ℒ
ଶݍ߲

•ቇ −
߲ℒ
ଶݍ߲

= 0

�                 ⇒                  ൞

݀
ݐ݀

ଵݍ)
•) − (−߱଴

ଶݍଵ + (ଶݍߙ = 0

݀
ݐ݀

ଶݍ)
•) − (−߱଴

ଶݍଶ + (ଵݍߙ = 0
� 

Donc 

ቊ
ଵݍ

•• + ߱଴
ଶݍଵ − ଶݍߙ = 0

ଶݍ
•• + ߱଴

ଶݍଶ − ଵݍߙ = 0
�  

 
2. On pose ݍଵ = ܳଵ + ܳଶ   et  ݍଶ = ܳଵ − ܳଶ . Donc  ݍଵ

•• = ܳଵ
•• + ܳଶ

••   et  ݍଶ
•• = ܳଵ

•• − ܳଶ
•• . 

ቊ
ܳଵ

•• + ܳଶ
•• + ߱଴

ଶܳଵ + ߱଴
ଶܳଶ − ଵܳߙ + ଶܳߙ = 0

ܳଵ
•• − ܳଶ

•• + ߱଴
ଶܳଵ − ߱଴

ଶܳଶ − ଵܳߙ − ଶܳߙ = 0
� 

 
En faisant la somme des deux équations nous avons 

2ܳଵ
•• + 2߱଴

ଶܳଵ − ଵܳߙ2 = 0 
Ou 

ܳଵ
•• + (߱଴

ଶ − ଵܳ(ߙ = 0            ;         ߱଴
ଶ − ߙ > 0 

 
En faisant la différence des deux équations nous avons 

2ܳଶ
•• + 2߱଴

ଶܳଶ + ଶܳߙ2 = 0 
Ou 

ܳଶ
•• + (߱଴

ଶ + ଶܳ(ߙ = 0            ;         ߱଴
ଶ + ߙ > 0 

 
3. Solutions de ce système. 

Les deux équations précédentes sont des équations différentielles d’oscillateurs harmoniques 

ቊ
ܳଵ

•• + ߱ி
ଶ . ܳଵ = 0                avec           ߱ி

ଶ =  ߱଴
ଶ − ߙ

ܳଶ
•• + ߱ு

ଶ . ܳଶ = 0                avec           ߱ு
ଶ =  ߱଴

ଶ + ߙ
� 

Donc, les solutions sont de la forme : 

⎩
⎨

⎧ ܳଵ(ݐ) = ிܣ . sin(߱ிݐ + ߮ி)                 avec           ߱ி =  ට߱଴
ଶ − ߙ

ܳଶ(ݐ) = ுܣ . sin(߱ுݐ + ߮ு)                 avec           ߱ு =  ට߱଴
ଶ + ߙ

� 

Et les solutions originelles du système :  ݍଵ = ܳଵ + ܳଶ   et  ݍଶ = ܳଵ − ܳଶ . 

൜ݍଵ(ݐ) = ிܣ . sin(߱ிݐ + ߮ி) + ுܣ . sin(߱ுݐ + ߮ு)
(ݐ)ଶݍ = ிܣ . sin(߱ிݐ + ߮ி) − ுܣ . sin(߱ுݐ + ߮ு)

�  

 
4. Hamiltonien du système. 
Les moments conjugués : 

ଵ݌ =
߲ℒ
ଵݍ߲

• = ଵݍ
•         ; ଶ݌        =

߲ℒ
ଶݍ߲

• = ଶݍ
•  
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Le Hamiltonien 
ℋ = ଵݍଵ݌)

• + ଶݍଶ݌
•) − ℒ 

Donc  

ℋ = ଵ݌
ଶ + ଶ݌

ଶ − ൬
1
2

ଵ݌)
ଶ + ଶ݌

ଶ) −
1
2

߱଴
ଶ(ݍଵ

ଶ + ଶݍ
ଶ) + .ߙ  ଶ൰ݍଵݍ

Et  

ℋ =
1
2

ଵ݌)
ଶ + ଶ݌

ଶ) +
1
2

߱଴
ଶ(ݍଵ

ଶ + ଶݍ
ଶ) − .ߙ ଶݍଵݍ  

 
5. Le nouveau Lagrangien  ࡽ)ࡸ૚, ,૛ࡽ ૚ࡽ

• , ૛ࡽ
• ). 

൜ݍଵ = ܳଵ + ܳଶ
ଶݍ = ܳଵ − ܳଶ

�                 donc       ൜
ଵݍ

• = ܳଵ
• + ܳଶ

•

ଶݍ
• = ܳଵ

• − ܳଶ
• � 

En remplaçant dans l’expression du Lagrangien 

ܮ =
1
2

((ܳଵ
• + ܳଶ

•)ଶ + (ܳଵ
• − ܳଶ

•)ଶ) −
1
2

߱଴
ଶ((ܳଵ + ܳଶ)ଶ + (ܳଵ − ܳଶ)ଶ) + ଵܳ)ߙ + ܳଶ)(ܳଵ − ܳଶ) 

En développant 

,ଵܳ)ܮ ܳଶ, ܳଵ
•, ܳଶ

•) = ൫ܳଵ
•ଶ + ܳଶ

• ଶ൯ − ߱଴
ଶ൫ܳଵ

ଶ + ܳଶ
ଶ൯ + ൫ܳଵߙ

ଶ − ܳଶ
ଶ൯  

 
6. Les moments conjugués (ࡼ૚,  .(૛ࡼ

ଵܲ =
ܮ߲

߲ܳଵ
• = 2ܳଵ

•         ;        ଶܲ =
ܮ߲

߲ܳଶ
• = 2ܳଶ

•  

 
7. Transformation (ࢗ૚, ,૛ࢗ ,૚࢖ (૛࢖ → ,૚ࡽ) ,૛ࡽ ,૚ࡼ  .(૛ࡼ

൜ݍଵ = ܳଵ + ܳଶ
ଶݍ = ܳଵ − ܳଶ

�          et      ൜
ଵݍ

• = ܳଵ
• + ܳଶ

•

ଶݍ
• = ܳଵ

• − ܳଶ
• �       avec       ൜

ଵݍ
• = ଵ݌

ଶݍ
• = ଶ݌

�         et      ൜
ܳଵ

• = ଵܲ 2⁄
ܳଶ

• = ଶܲ 2⁄
� 

D’où la transformation 

൜ݍଵ = ܳଵ + ܳଶ
ଶݍ = ܳଵ − ܳଶ

�          et      ൞
ଵ݌ =

1
2

( ଵܲ + ଶܲ)

ଶ݌ =
1
2

( ଵܲ − ଶܲ)
�  

En utilisant les crochets de Poisson, nous vérifions les règles de conjugaison canonique. 

,ଵݍ} ଶ}ொ,௉ݍ = ൬
ଵݍ߲

߲ܳଵ

ଶݍ߲

߲ ଵܲ
−

ଵݍ߲

߲ ଵܲ

ଶݍ߲

߲ܳଵ
൰ + ൬

ଵݍ߲

߲ܳଶ

ଶݍ߲

߲ ଶܲ
−

ଵݍ߲

߲ ଶܲ

ଶݍ߲

߲ܳଶ
൰ = 0 

,ଵ݌} ଶ}ொ,௉݌ = ൬
ଵ݌߲

߲ܳଵ

ଶ݌߲

߲ ଵܲ
−

ଵ݌߲

߲ ଵܲ

ଶ݌߲

߲ܳଵ
൰ + ൬

ଵ݌߲

߲ܳଶ

ଶ݌߲

߲ ଶܲ
−

ଵ݌߲

߲ ଶܲ

ଶ݌߲

߲ܳଶ
൰ = 0 

,ଵݍ} ଵ}ொ,௉݌ = ൬
ଵݍ߲

߲ܳଵ

ଵ݌߲

߲ ଵܲ
−

ଵݍ߲

߲ ଵܲ

ଵ݌߲

߲ܳଵ
൰ + ൬

ଵݍ߲

߲ܳଶ

ଵ݌߲

߲ ଶܲ
−

ଵݍ߲

߲ ଶܲ

ଵ݌߲

߲ܳଶ
൰ = ൬1

1
2

− 0൰ + ൬1
1
2

− 0൰ = 1 

,ଶݍ} ଶ}ொ,௉݌ = ൬
ଶݍ߲

߲ܳଵ

ଶ݌߲

߲ ଵܲ
−

ଶݍ߲

߲ ଵܲ

ଶ݌߲

߲ܳଵ
൰ + ൬

ଶݍ߲

߲ܳଶ

ଶ݌߲

߲ ଶܲ
−

ଶݍ߲

߲ ଶܲ

ଶ݌߲

߲ܳଶ
൰ = ൬1

1
2

− 0൰ + ቆ(−1) ൬−
1
2

൰ − 0ቇ = 1 

,ଵݍ} ଶ}ொ,௉݌ = ൬
ଵݍ߲

߲ܳଵ

ଶ݌߲

߲ ଵܲ
−

ଵݍ߲

߲ ଵܲ

ଶ݌߲

߲ܳଵ
൰ + ൬

ଵݍ߲

߲ܳଶ

ଶ݌߲

߲ ଶܲ
−

ଵݍ߲

߲ ଶܲ

ଶ݌߲

߲ܳଶ
൰ = ൬1

1
2

− 0൰ + ൬1 ൬−
1
2

൰ − 0൰ = 0 

,ଶݍ} ଵ}ொ,௉݌ = ൬
ଶݍ߲

߲ܳଵ

ଵ݌߲

߲ ଵܲ
−

ଶݍ߲

߲ ଵܲ

ଵ݌߲

߲ܳଵ
൰ + ൬

ଶݍ߲

߲ܳଶ

ଵ݌߲

߲ ଶܲ
−

ଶݍ߲

߲ ଶܲ

ଵ݌߲

߲ܳଶ
൰ = ൬1

1
2

− 0൰ + ቆ(−1)
1
2

− 0ቇ = 0 

La transformation est donc canonique. 


