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FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
CORRIGE DE L’EPREUVE SEMESTRIELLE

MODULE : MECANIQUE ANALYTIQUE.

EXERCICE 01: (12 points)

1. Energie potentielle en fonction de X, et X,. W

Elongation du premier ressort:  (X; — [)
Elongation du Deuxiéeme ressort: (X, — X; — 1) (k, 1y) X,
Hauteurs
hy=-X1 ; hy=-X,
L'énergie potentielle du systéeme
1 1 mEmEsT
U=5sk(X;—1p)*+5k(X; — X, — [p)* —mg(X; + X)
2 2 X,
g (k’ l())
2. Positions d’équilibre.
au
a—X1=k(X1—lo)—k(Xz—X1—lo)—mg:0 m, = m @ ---Y-
au
a—X2=k(X2_X1_lo)—m9=0

D’ou le systeme d’équations
2k. Xy — k. X, =mg
{—k.X1 + k. X, =mg + kil
Dont la résolution donne

mg
k

myg
+ lo ; XZéqu =3—+ 210

Xléqu =2 &

3. Positions par rapport a I'équilibre.
{x1 = X1 — X16qu N X1 =x1 + Xisqu = x1 + @mg/k) + 1,
Xy = Xz - Xzéqu XZ = Xy + X2équ =Xy + (3 mg/k) + 210

En remplagant dans |'expression de U.
1 2 1 2
U= Ek(xl + (2mg/k)) +Ek(x2 —x; — (mg/k))” —mg(x; + x; + (5mg/k) + 3l)
En développant
1 1 1 1
U= Ekxl2 + Ek(Z mg/k)? + 2mgx; + Ek(xz —x1)%+ Ek(mg/k)2 +mg(x; — x1)

—mg(x, +x; + (5mg/k) + 3l,)

1 1 1m2g? _m?g?
U==kx?+=k(x, —x;)?>+ (2mg — 2mg).x; + (mg —mg).x, + = g _ 5 g
2 2 2 k k
2,2
+2 — 3mgl,
Donc
1 1 5m?g?
U= Ekxl2 +Ek(x2 —x1)? % 3mgl,

Finalement

1 1
U= Ek.xl2 + Ek(xl — x,)? + Constante
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4. Lagrangien.
L=T-U
Energie cinétique
1 , 1 , 1 2, o2y _ 1 2, .2
T= Eml.v1 +§m2.v2 = Em. (X{ + X5 ) = Em.(x{ + x5 )
Donc
1 1 1
L=om. (x1% +x3°) — Ek.xl2 _Ek(xl —x;)?
5. Equations de Lagrange. (on pose : w3 = k/m).
d (0L oL 0 d
{a ox;) ox, = (mxD) = (—kxy — k(G —x3)) = 0
=
d(dL aL d
—(=)-—=—=0 —(mx3) — (+k(xy —x)) =0
HE R & (mx3) — (+hCxs —x2))
D’ou les équations du mouvement (systeme d’équations différentielles) suivantes :
{mx{:.+ 2kx; —kx, =0 ou x{:.+ Za)z(z).xl - a)z(z,.xz =0 avec w3 = k/m
mxz +kx2_kx1=0 x2 +a)0.xZ_(l)0.x1=0
6. Pulsations propres.
En posant les solutions de la forme :
x; = A sin(lwt + @) 5 x; = A,.sin(wt + @)
x1" = —w? Apsin(wt + @) ;x5 = —w? A,.sin(wt + @)

D’ou le systeme d’équations différentielles se ramene a un systéme d’équations linéaires
Qw3 — w?).A; — w3.4, =0
—wi. Ay + (w3 — w?).4, =0

Le systeme d’équations linéaires étant sans second membre, le déterminant doit étre nulle pour
que les solutions ne soient pas triviales (égales a 0).

|(2w3 —w?)  -w§ 0

2 2 N
—Wo (wp — w*)

D’ou I’équation caractéristique

Qwi — w?) (W —w?) —wi =0
Ou

(w?)? —3w¢. w? +wi =0

C’est une équation du deuxiéme ordre d’inconnue w?, dont les solutions sont :

) 3-v5 , , 3+V5 ,
WFondamentale = Two et WHarmonique = Two
7. Forme générale des solutions.
Pour @ = Wggndamentale (€N remplagant dans le systeme d’équations linéaires)
(2wZ - (3-V5)w3/2).A, — w3.A; =0 4 V5 -1
= 1= 2
~—wg. Ay + (w2 = (3-V5)wi/2).4, =0 2
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POur @ = Wyarmenique (€N remplagant dans le systeme d’équations linéaires)

(2wt — (3 +V5) w3/2).4; — wg. A, = 0 —V5-1
—wg Ay + (0 — (3+V5)w3/2).4,=0

D’ou la forme générale des solutions :

V5 -1

. —5-1 .
Ag.sin(wpt + @) + — Ay.sin(wyt + @y)

%, (t) = Ap.sin(wgt + @g) + Ay. sin(wyt + @y)

x,(t) = (

Tel que: Ay, Ar, @u, @r sontdes constantes d’intégrations, elles sont déterminées a partir des
conditions initiales sur les positions x4,(0),x,(0) et les vitesses x;(0),x5(0) .

Page 3 | Deuxiéme Année Socle Commun LMD Physique (2017/2018)



UNIVERSITE ZIANE ACHOLR - DJELFA Jeudi 08/02/2018

EXERCICE 02: (08 points)

1 1
L=2(a"+¢") —soi@i+aD +aqma,  ;  (i>a)
1. Equations du mouvement.
d (oL 0L _ 0 d ,
dt\dq;) 0q: . 2 () = (-w5qs +agy) = 0
d (0L oL d 5
— ——=0 —(q;) — (—w +a =0
Ldt (6612) 09, gt (92) = (F@odz + aqy)

Donc

{CI{. +wiq —aq; =0
45"+ wiq, —ag, =0

2. Onposeq; =Q1+Q; et g =Q; —Qz.Donc qi" =Q1" + Q3" et ¢’ =07 — Q3.
{Qi. + Q5" + w5Q; + w§Q; — aQy + aQ, = 0
Q1" — Q3" + w§Q; — w§Q; — aQ; —aQ, = 0
En faisant la somme des deux équations nous avons

205" + 205Q; — 22Q; = 0
Ou

|Q{'+(w§—a)Q1=O| ;0 wi—a>0

En faisant la différence des deux équations nous avons

205" + 2w3Q, + 2aQ, =0
Ou

105" + (W + @)Q, = 0 ; wig+a>0

3. Solutions de ce systéme.
Les deux équations précédentes sont des équations différentielles d’oscillateurs harmoniques

{Q{' + wt. Q=0 avec wi = wi—a

Q5 +w4.Q, =0 avec wh = wi+a

Donc, les solutions sont de la forme :

Q1(t) = Ap.sin(wrt + @f) avec wp = |wy—a

Q,(t) = Ay.sin(wyt + @y) avec Wy = /wg +a

Et les solutions originelles du systeme: g = Q1 +Q, et g, = Q1 — Q5.

{ql(t) = Ap.sin(wgt + @) + Ay.sin(wyt + @y)
q2(t) = Ap.sin(wpt + @p) — Ay.sin(wyt + @g)

4. Hamiltonien du systeme.

Les moments conjugués :

oL, _ oL
pl_aqi_ql ) pz_aqi

=q;

Page 4 | Deuxiéme Année Socle Commun LMD Physique (2017/2018)



UNIVERSITE ZIANE ACHOLR - DJELFA Jeudi 08/02/2018

Le Hamiltonien

H =(P1qi +p2q93) — L
Donc

1 1
H =pi+p;— (E(pl +p3) —Zw 5 +45) +a q1q2>
Et

1 1
H= E(P1 +pd)+= wo(‘h +q3) — a.q19,

5. Le nouveau Lagrangien L(Qq, Q2, @7, Q3).

{Q1=Q1+Q2
42 =01 — Q2

En remplacant dans I'expression du Lagrangien

q1 = Q1 + Q3

done {02 Z ot L8

1 1
L= E((Qi +Q3)*+ (07 — Q)% — E‘U(Z)((Q1 + Q202+ (Q1 — Q)3 + a(Q, + 02)(Q1 — Q)

En développant

L(Q1,Q2, 05,0 = (012 + 05%) — w3(Q,* + Q2%) + a(Q,* — ;%)

6. Les moments conjugués (P4, P5).

JaL daL

S Tt I G T

= 20;

7. Transformation (q4,q2, P1,P2) = (Q1, Q2, P4, P3).

q1 =0, +Q, q; = Q1 + Q3 41 =01 Q; =Py /2
{QZ:Q1_Q2 et {qé=QI—Qi avee {q5=p2 ot {Qz=PZ/2

D’ou la transformation

1
P1=§(P1+P2)
et

{Ch =01+ 0;

42 =01 —0Q 1
2 ! 2 P2=§(P1—P2)

En utilisant les crochets de Poisson, nous vérifions les regles de conjugaison canonique.
6q1 6q2 0(]1 9q; 0q,0q; 0q, 09\
{91, 230 = 25 A A Aabp  Aap an )T
BQ 6P1 apl 20, dQ, 0P, 0P,00,
3P1 aPz dp, 0p; 6p1 apz 6P1 apz
{p1,02}op = 25 a4 )T
an E)P1 dP, 00, OQZ E)PZ aPZ aQZ
dq, 0 dq, 0 dq, 0 dq, 0 1
(Gupidp = (D100 901001 (9101 _ 901 001 _ ( O)+(1_ 0) -
dQ, 0P, 0P, 00Q; daQ, dp, BPZ a0,
04, 9p; _ 94, %) N (%% _ %%) <

00Q, 6P1 6P1 00, *

0)-1

~0)=

0)=0

1
{q2,p230p = ( 90,0P, 9P,d0Q, (1)( 2)

Il
—_

+
o

_ (091 0p; 0qy10p, dq, 0p,  0qy Op;
{‘h;Pz}Q P=\57%5 35 3~ )t 53 5 a4
d0Q. 0P, 0P, 00, dQ,dP, 0P, 00,
992 9p1 _ 092 %) N (aﬂ% _ %%)
a0, E)P1 E)P1 a0, aQ,opP, 0P,00,
La transformation est donc canonique.

(
(

)+(1(-3)
0) + <(—1)

1--0
12—

N = N =

N| =

{q2,p130p = (
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