UNIVERSITE ZIANE ACHOLR - DJELFA Jeudi 07/02/2019

FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
CORRIGE DE L’EPREUVE SEMESTRIELLE

MODULE : MECANIQUE ANALYTIQUE.

EXERCICE 01: (10 points)

1. Lagrangien.
Energie cinétique
— 1 2 1 2 1 202 22
T—Eml.vl +Em2.v2 —Emlllgl +§m2l292

D’ou
1
T =-ml (6;% +65?)

Energie potentielle

1
U= mlg.hl + ng.hz +Ek(x1 - xz)z

Avec
hy = —lcos6, ~ —L.(1—0%/2) ot {xl =l.sinf;, = 1.6,
hy =—l.cos@, ~ —1.(1—62/2) X, =l.sinf, = 1.6,
Donc

1 1
U= Emgl. (67 +62) + Eklz. (6; — 6,)% — 2mgl

Et la Lagrangien (a une constante pres)

1 1 1
L=T-U= Emﬂ. (6;% + 65%) — >mgl. (7 +63) — Ekﬂ. (61 — 6,)?

2. Equations de Lagrange.

d(oLy oL _ d
dc\aeo:) " 90, . 27 (m12.61) — (—mgl.6; — ki*.(6; = 6,)) = 0
d (9L oL d

—(=)-—== —(ml?.63) — (—mgl.6, — kI*.(6, — 61)) = 0
ldt(@@é) 20, 0 dt( 5) — (—mgl. 6, (6, — 6)))

D’ou les équations du mouvement (systéeme d’équations différentielles) suivantes :

w, (9 K ko
{mﬂ. 8;* + (mgl + k128, — ki20, = 0 . 01" + (T + E) 1= 02=0
2 oo 2 — 2 — k k
ml“. 65" + (mgl + kl*)6, — k16, = 0 95,_'_(%_*_%)92_;91:0
3. Pulsations propres.
En posant les solutions de la forme :
01 = Aj.sin(wt +¢@) ; 6, = Ay.sin(wt + @)
0;° = —w? Apsin(wt + @) ;03" = —w? Ay.sin(wt + @)

D’ou le systeme d’équations différentielles se ramene a un systéme d’équations linéaires
g k) ) k
—4+—)-w* |4 ——4,=0
((l m om™?
k k
m I m
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Le systéme d’équations linéaires étant sans second membre, le déterminant doit étre nulle pour que
les solutions ne soient pas triviales (égales a 0).

(g/l+ k/m) — w? —k/m _ 0
—k/m (g/l+k/m) — w?|
D’ou I’équation caractéristique
2
k k\?
(@8] - -0
Il m m
Ou
k k
(o) o
I m m
C’est une équation du deuxiéme ordre d’inconnue w?, dont les solutions sont :
g k
wlzrondamentale = 7 et (‘)I%Iarmonique = 7 +2 E

4. Forme générale des solutions.

Pour @ = Wggndamentale (€N remplacant dans le systéme d’équations linéaires)

k k
—A;——A4,=0 = A, =A
-t

Pour @ = Wyarmenique (en remplacant dans le systeme d’équations linéaires)
k k

m 1 m 2 2 1

D’ou la forme générale des solutions :

{91(15) = Ag.sin(wpt + @g) + Ay. sin(wyt + @y)
0,(t) = Ag.sin(wpt + @) — Ay. sin(wyt + @y)

Tel que: Ay, Ar, @u, @r sontdes constantes d’intégrations, elles sont déterminées a partir des
conditions initiales sur les positions 6;(0),6,(0) et les vitesses 6;(0),05(0) .

Onposef; =q;+q, et 8, =q,—q,.Donc B8;"=q;"+q5;" et 65°=q;" —q5" .
oo oo g g k _
q + 4z +(7)q1+(7+25)q2—0
oo oo g g k _

q — 4z +(7)q1—(7+2a)q2—0

En faisant la somme des deux équations nous avons

QI'+(%)611=0 = w1 =7

En faisant la différence des deux équations nous avons

k
qé'+(%+2a)q2 = Wy = g'|'2—

On retrouve alors WFondamentale €t wHarmonique-
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EXERCICE 02: (10 points)
Trajectoire 01 :
Energie cinétique

T = %mvz = lmu'z yA Trajectoire 01 :
Energie potentielle Plan incliné
U =mgh = —mgu.sina
Avec
) H 2
T T R Vit
Lagrangien
1 2 i N >
L=T—U=Emu' + mgu.sina e O i
! L =nR :
Moment conjugué (impulsion généralisée)
= 0L =mu® = u'= Pu
Pu = ou’ - - m

1. Hamiltonien

. 1p; :
H =p,u —L:T+U=EE—mgu.sma

Equations de Hamilton

. OH py
u =—=—
dp, m
. 0H )
= ———=mgsina
pu au g
Equation du mouvement (on dérive la premiére équation et on remplace par la seconde)
(X ‘ZL : 2
Ut =—=gsina =———g
m V4 +m?

2. Equation horaire (en intégrant deux fois)
1
u(t) = Egsina.t2 +ug. t + ug

Conditions initiales ug = 0 et ug = 0.

1
u(t) ==gsina.t? = ———g.t?
27 V4 + m? g
Et les équations x(t) et y(t) suivant les axes (0x) et (Oy).
T T
cosa = ——— — 2
x(t) = u(t).cosa V4 + m2 x(t) 1+ 29t
(t) = 2R —u(t).sina avec 2 2
Y ' sina = ——— y(t) = 2R — g.t?
V4 +m? 4 + m?

3. Temps de descente : en bas du planincliné u(t;) = RV4 + n? (ou x(t;) =R ou y(t;) = 0).

2

1
N

> ti =v4+7m%J/R/g

RV4+m? =
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Trajectoire 02 : YA
4. Energie cinétique ‘ m
{sz.d)—R.sin(p N {x' = R¢p* — Ro* cos¢p
y=R+R.cos¢ y* = —R¢"sin¢g N
Donc I Trajectoire 02 :
v?2 = x*2 +y*2 = 2R2¢*2(1 — cos p) on] Arc de cycloide
Et
1 : >
T = Emvz = mR%¢**(1 — cos ¢) | 0. : | “x
Energie potentielle ; L =mnR ;
U =mgh = mgy = mgR(1 + cos ¢)
Lagrangien

L=T-U=mR2¢"*(1 — cos ) — mgR(1 + cos¢)|

5. Le vecteur position et I'énergie potentielle ne dépendent pas explicitement du temps, donc :
H=T+U=E,
Le Lagrangien ne dépend pas explicitement du temps dL/dt = 0, donc:
H = constante
D’ou
E,, =T + U = constante

6. Conservation de I'énergie mécanique totale
T 4+ U = mR%¢p**(1 — cos ¢) + mgR(1 + cos ¢) = constante
En utilisant les conditions initiales (¢(0) = 0, ¢°(0) = 0): 2mgR = constante

En remplagant dans I'équation de conservation

mR2¢p*%(1 — cos ¢) = mgR(1 — cos ¢p)
Donc

¢° =+/g/R = constante

7. Equation horaire (on intégre ¢°)

o) =+g/R.t+ ¢(0)
$() =+g/R.t

Et les équations x(t) et y(t) suivant les axes (0x) et (0y).
{sz.q,')—R.sinq,’) . x(t):\/g_R.t—R.sin(\/g/R.t)
y=R+R.cos¢ y(t):R+R.cos(\/g/R.t)

Comme ¢(0) =0

8. Temps de descente : en bas du planincliné ¢(t,) =m (ou x(t,) =R ou y(t,) = 0).

T=+g/R.t, = t, =m.\/R/g

9. Comparaison

t, =3,1415.\/R/g et t, =3,7241.\/R/g =

Bien que la deuxiéme trajectoire soit plus longue que la droite le point matériel (bille) la parcourt
plus rapidement.
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