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FACULTÉ DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE 

CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE SEMESTRIELLE 
MODULE : MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

 
EXERCICE 01: (10 points) 

1. Lagrangien. 
Energie cinétique 

=
1
2

. +
1
2

. =
1
2

• +
1
2

•  

D’où 

=
1
2

. • + •  

Energie potentielle 

= . ℎ + . ℎ +
1
2

( − )  

Avec  
ℎ = − . cos ≈ − . (1 − 2⁄ )
ℎ = − . cos ≈ − . (1 − 2⁄ )

       et      = . sin ≈ .
= . sin ≈ .  

Donc 

=
1
2

. ( + ) +
1
2

. ( − ) − 2  

Et la Lagrangien (à une constante près) 

ℒ = − =
1
2

. • + • −
1
2

. ( + ) −
1
2

. ( − )  

 
2. Equations de Lagrange.   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ℒ

• −
ℒ

= 0

ℒ
• −

ℒ
= 0

                ⇒                  
( . •) − − . − . ( − ) = 0

( . •) − − . − . ( − ) = 0
 

D’où les équations du mouvement (système d’équations différentielles) suivantes : 

. •• + ( + ) − = 0

. •• + ( + ) − = 0
               ou           

•• + + − = 0

•• + + − = 0
 

 
3. Pulsations propres. 
En posant les solutions de la forme :  

= . sin( + )     ;        = . sin( + ) 
•• = − . . sin( + )     ;        •• = − . . sin( + ) 

D’où le système d’équations différentielles se ramène a un système d’équations linéaires 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ + − − = 0

− + + − = 0
 

=  
  =  

=  =  

 

( , ) 
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Le système d’équations linéaires étant sans second membre, le déterminant doit être nulle pour que 
les solutions ne soient pas triviales (égales à  0). 
 

( ⁄ + ⁄ ) − − ⁄
− ⁄ ( ⁄ + ⁄ ) −

= 0 

D’où l’équation caractéristique 

+ − − = 0 

Ou 

+ − = ±  

C’est une équation du deuxième ordre d’inconnue   , dont les solutions sont : 

=               et              = + 2   

 
 

4. Forme générale des solutions. 

Pour  =    (en remplaçant dans le système d’équations linéaires) 

− = 0       ⇒        =  

 
Pour  =    (en remplaçant dans le système d’équations linéaires) 

− − = 0       ⇒        = −  

D’où la forme générale des solutions : 

( ) = . sin( + ) + . sin( + )
( ) = . sin( + ) − . sin( + )  

Tel que :  ,  , ,    sont des constantes d’intégrations, elles sont déterminées à partir des 
conditions initiales sur les positions   (0) , (0)    et les vitesses  •(0) , •(0) . 
 
On pose = +    et  = −  . Donc  •• = •• + ••   et  •• = •• − •• . 

•• + •• + + + 2 = 0

•• − •• + − + 2 = 0
 

En faisant la somme des deux équations nous avons 

•• + = 0          ⇒        =  

En faisant la différence des deux équations nous avons 

•• + + 2           ⇒        = + 2  

On retrouve alors      et    . 



UNIVERSITÉ  ZIANE ACHOUR – DJELFA Jeudi 07/02/2019 

 

Page 3 Deuxième Année Socle Commun LMD Physique (2018/2019) 
 

EXERCICE 02: (10 points) 
Trajectoire 01 : 
Energie cinétique 

=
1
2

=
1
2

•  

Energie potentielle 
= ℎ = − . sin  

Avec 

sin =
√ +

=
2

√4 +
 

Lagrangien 

ℒ = − =
1
2

• + . sin  

Moment conjugué (impulsion généralisée) 

=
ℒ

• = •       ⇒     • =  

1. Hamiltonien 

ℋ = • − ℒ = + =
1
2

− . sin  

Equations de Hamilton 

⎩
⎨

⎧ • =
ℋ

=

• = −
ℋ

= sin
 

Equation du mouvement (on dérive la première équation et on remplace par la seconde) 

•• =
•

= sin =
2

√4 +
 

 
2. Equation horaire (en intégrant deux fois) 

( ) =
1
2

sin . + • . +  

Conditions initiales • = 0  et  = 0. 

( ) =
1
2

sin . =
1

√4 +
.  

Et les équations ( ) et  ( )  suivant les axes  ( ) et  ( ). 

( ) = ( ). cos
( ) = 2 − ( ). sin          

⎩
⎨

⎧cos =
√4 +

sin =
2

√4 +
 
         ⇒       

( ) =
4 +

.

( ) = 2 −
2

4 +
.  

 

 
3. Temps de descente : en bas du plan incliné   ( ) = √4 +    (ou  ( ) =    ou  ( ) = 0). 

4 + =
1

√4 +
.       ⇒          = 4 + ⁄  

 

 

 

=
2

 

=  

Trajectoire 01 : 
Plan incliné 

(droite) 
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Trajectoire 02 : 
4. Energie cinétique 

= . − . sin
= + . cos        ⇒     

• = • − • cos
• = − • sin     

Donc  
= • + • = 2 • (1 − cos ) 

Et 

=
1
2

= • (1 − cos ) 

Energie potentielle 
= ℎ = = (1 + cos ) 

Lagrangien 
ℒ = − = • (1 − cos ) − (1 + cos )  

5. Le vecteur position et l’énergie potentielle ne dépendent pas explicitement du temps, donc : 
ℋ = + =  

Le Lagrangien ne dépend pas explicitement du temps   ℒ⁄ = 0, donc : 
ℋ = constante 

D’où 
= + = constante 

 
6. Conservation de l’énergie mécanique totale 

+ = • (1 − cos ) + (1 + cos ) = constante 

En utilisant les conditions initiales ( (0) = 0, •(0) = 0) :              2 = constante 

En remplaçant dans l’équation de conservation 
• (1 − cos ) = (1 − cos ) 

Donc 
• = ⁄ = constante  

 
7. Equation horaire (on intègre •) 

( ) = ⁄ . + (0) 
Comme   (0) = 0 

( ) = ⁄ .  

Et les équations ( ) et  ( )  suivant les axes  ( ) et  ( ). 

= . − . sin
= + . cos        ⇒     

( ) = . − . sin ⁄ .

( ) = + . cos ⁄ .     
 

 
8. Temps de descente : en bas du plan incliné   ( ) =    (ou  ( ) =    ou  ( ) = 0). 

= ⁄ .       ⇒          = . ⁄  

9. Comparaison 
= 3,1415. ⁄     et     = 3,7241. ⁄     ⇒      <  

Bien que la deuxième trajectoire soit plus longue que la droite le point matériel (bille) la parcourt 
plus rapidement. 

 

=
2

 

=  

Trajectoire 02 : 
Arc de cycloïde 

  

 


