UNIVERSITE ZIANE ACHOLR - DJELFA Mardi 04/02/2020

FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
CORRIGE DE L’EPREUVE SEMESTRIELLE

MODULE : MECANIQUE ANALYTIQUE.

EXERCICE 01: (10 points)

1. Ecrire le Lagrangien £ du systéme.

Point matériel dans I'espace : 03 degrés de liberté.
Contraintes : 02 contraintes.

La bille se déplace dans un cerceau r = R = constante.
Le cerceau tourne avec une vitesse angulaire constante
@° = w = constante = ¢ = wt.

03 degrés de liberté — 02 contraintes = |un (01) seul degré de Iiberté|.

Coordonnée généralisée : variable 8 (coordonnées sphériques).

«Q,

L=T-U
1 1
T = Emv2 et U =mgh+ Ek' (AD)?

Avec
UV=r'€ +10°€ +r.5in0 9°é, = RO*éy + Rw.sinfé, = v*= R%0°% + R%2w?.sin%
h=—R.cos@
Al=1-1ly=1 = (AD?=1?>=(R+R.cos8)?+ (R.sinf)? = 2R?.(1 + cos H)
(Origine des énergies potentielle passant par O le centre du cerceau)

Donc

1 apez 1 o o s 2
L=§mR o +§mR w*.sin“ 8 + mgR.cos 0 — kR*.(1 + cos 0)

2. Equation d’Euler-Lagrange du systeme.

d 0L\ oL
(G3) =35 ="

dt\ae*) a6
Avec
L mror - & (aL>— R?.6*
ae- ~ dt\ag+) =™
oL
2= mR?w?.sin @ cos @ — (mg — kR)R.sin @

En remplagant
mR2.6°° — mR?w?.sinf cos O + (mg — kR)R.sinf = 0

D’ou I’équation du mouvement

k
0"—w2.sin0c059+(g——>sin9 =0
R m
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3. Positions d’équilibre (8};yijipre = 0)-

D’aprées I’équation du mouvement

y . g ky\ _ 1/9 k
a).smBéqcosGéq+(E—E)sm9éq=0 ou |sinbgq. cosGéq+E(§—E> =0

Les positions d’équilibre triviales :
Correspondent réciproquement, au point le plus haut et au point le plus bas du cerceau.

La position d’équilibre non triviale :

1 /g9 k 1 /g9 k
cosGéq=—E(E—a> = |Bq = arccos _E(E_E>

Puisque —1 < cosf¢q < +1 cette position ne peut étre obtenue que pour
k
(UZ 2 |g -
R m

4. Condition d’un mouvement oscillatoire.

Comme sin 260 = 2 sin 8 cos 6, I’équation différentielle peut étre écrite :
1 g k
o 2 . Jd _ - . —
0 2w.sm29+(R m)sm@ 0
Au voisinagede 8 = 0: sinf = 6 et sin260 = 260

L’équation du mouvement devient :

g k
o+ (L-K_ )=
+ R m w

D’ou la condition du mouvement oscillatoire

g k
————w*>0
R m
5. La pulsation des oscillations libre.
o= |9_k_ 2
0 R m

Et la période des petites oscillations libres

T_27r_2 mR
“w, " |mg—kR—mR — w?
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6. Formalisme de Hamilton.
(')L pg

= = mRZ?.0° t 0° =
00" m ¢ mR?2

H(6,pe,t) = pet” — L

(]

En remplagant

2 2
1 1
H(O,pg,t) = Po__ (_p_g + =mR?w?.sin? 8 + mgR.cos @ — kR2. (1 + cos 9))

mR?2 2mR?% 2
Donc
H(6,pp) = lﬁ - 1mRzouz.sin2 6 —mgR.cos 0 + kR%. (1 + cos 6)
’ 2mR%2 2

7. Les équations de Hamilton

0 = 0H _ Pe
J ~ dpg mR?
. a}[ 2 2 . . 2 .
\po = 30 = mR“w?.sin 6 cos @ —mgR.sin 6 + kR*.sin 6
En dérivant la premiere équation
Po
9.. —
mR?

Et en remplagant par la deuxieme équation

k
0°° = w?.sin6 cosf — (g——>sin9
R m

Qui est I'’équation différentielle du mouvement retrouvée précédemment.
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EXERCICE 02: (10 points)

1. Ecrire la vitesse v,, de la masse m. y

{xm =x+Lsin6
Vm = —l.cos 8

Donc

{x;n =x"+10".cos@
Ym = +10°.sin6

|17m = (x*+10°.cos0)é, + (16°.sin 9)§y|

Et son module

Uy, = \/(x' + 16°.cos 6)? + (16°.sin §)?

D’ou

Uy = Vx*2 +120°2 4 216°x* cos 0

En faisant I'approximation cos @ = 1 dans le cas des

petites oscillations.

Uy = Va2 +120°2 4 210°x" = x* + 16"

2. Ecrire le Lagrangien L du systeme.

1

1

T =-m.vh +smy. v +-my.vh, et U =mghy, + myghy,, +myghy,

2 2

2

Avec (—ym1 +x=L= constante) fil inextensible. Donc

En remplagant

mzzym]_:x_L

° h, =0
. {h m et Ry =y, =—Llcos

1 1 1
L=T-U==m.(x"+10°)2+=my.x"% +=m,.x** + mgl.cos 8 — mygx + m, gL

2

2 2

En omettant la constante et en utilisant (m; = m, = a.m)

1
L= Em(x' +10°)% + am.x** + mgl.cos 6 — amg. x

3. Ecrire les équations de Lagrange du systéeme.

d 9Ly oL
(G) =3 =0

4 (m + 2am).x* + mlf*) — (—amg) =0
dt

at\ox) "ax R
d(aﬁ) oL _ L mi?.6° + mlx") — (—mgl.sin8) = 0
t\30° 60_ dtm . mi.x mgl.sin =

Et

{(m + 2am).x** +ml** +amg =0
ml%2.0° + ml.x** + mgl.sind = 0

Dans I'approximation des petits angles (sin 8 ~ 0)

Ou

{(m + 2am).x** + mlé** + amg =0
ml2.0° +ml.x** + mgl.6 =0

{(1 +2a).x" +160"+ag=0
LO”*+x+g.0=0
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4. Equation différentielle du mouvement en 6.

D’aprés la premiére équation
1+4+2a).x"+16"+ag=0

oo l 9.. a
X T T 1+2a 1+2a7
En remplagant dans la seconde équation
19"+( L g )+ §=0
' 1+ 2a 1+2¢9)79Y%7
2al .10 —0
1+2¢° 977112497
Et donc
1 g, 1lg
0+ (5o +1)90-52 =0
R Y

5. Equation horaire du mouvement du pendule 6(t).
Solution homogene
oo (L 11) 00 =0
2a 17

1
0, = A.sin(wot + @) avec wg = (— + 1)

9
2a l

Solution particuliere : 6, = constante (913' = 0).

1 g lg a
G+))i-z1=0 = o=

D’ou la solution générale

. a
6(t) = 0, + 6, = A.sin(wet + @) + 1522

Pour un systéme initialement au repos (sans vitesse initiale)
0°(t =0) = Awy.cos(p) =0 = o=+m/2

6(0) = 0, = A.sin(+1/2) > A=+46,
Finalement

a
1+ 2x

6(t) = 6,.sin (wot + g) +

6. Les équations horaires du mouvement.

Pour a > 1 nousavons 8, ~ 0,5rad = 28 °. Donc, nous ne pouvons plus faire I'approximation

des petits angles.

U =V x*2 + 120°% + 210°x* cos 6
Et

1 2, j2pe2 2
L=§m(x' +1°6° +2l9'x'c059)+am.x' +mgl.cos 0 — amg.x
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Et les équations de Lagrange donnent :

d oLy oL
(5) 5=

d
I ((m + 2am).x* + ml6°.cos 9) —(—amg) =0

privro
d(aL) oL _ L mi2.0° +ml.x.cos 8) — (ml6x.sin 8 — mgl.sin §) = 0
dt 69. 69_ dtm . mli.x .COS m X .SIn mg.Sln =
Et

{(1 +2a).x"* +10°".cos0 + 10°*.sinf + ag = 0
1.0 +x**.cos@ + g.sinf =0
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