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FACULTÉ DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE 

CORRIGÉ DE L’ÉPREUVE SEMESTRIELLE 
MODULE : MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

 
EXERCICE 01: (10 points) 
1. Ecrire le Lagrangien  ख  du système. 
Point matériel dans l’espace : 03 degrés de liberté. 
Contraintes : 02 contraintes. 
La bille se déplace dans un cerceau    ݎ = ܴ = constante. 
Le cerceau tourne avec une vitesse angulaire constante    
 ߮• = ߱ = constante   ⇒       ߮ =  .ݐ߱
03 degrés de liberté – 02 contraintes    ⇒    un (01) seul degré de liberté. 
Coordonnée généralisée :   variable ߠ (coordonnées sphériques). 
 

ℒ = ܶ − ܷ 

ܶ =
1
2

ܷ         ଶ          etݒ݉ = ݉݃ℎ +
1
2

݇. (∆݈)ଶ 

Avec 

ݒ⃗ = ௥⃗݁•ݎ + ఏ⃗݁•ߠݎ + .ݎ sin ߠ ߮•݁⃗ఝ = ఏ⃗݁•ߠܴ + ܴ߱. sin ߠ ݁⃗ఝ     ⇒ ଶݒ     = ܴଶߠ•ଶ + ܴଶ߱ଶ. sinଶ   ߠ

ℎ = −ܴ. cos  ߠ

∆݈ = ݈ − ݈଴ = ݈    ⇒     (∆݈)ଶ = ݈ଶ = (ܴ + ܴ. cos ଶ(ߠ + (ܴ. sin ଶ(ߠ = 2ܴଶ. (1 + cos  (ߠ

(Origine des énergies potentielle passant par ܱ le centre du cerceau) 

Donc 

ℒ =
1
2

ܴ݉ଶߠ•ଶ +
1
2

ܴ݉ଶ߱ଶ. sinଶ ߠ + ܴ݉݃. cos ߠ − ܴ݇ଶ. (1 + cos (ߠ  

 
2. Equation d’Euler-Lagrange du système. 

݀
ݐ݀

൬
߲ℒ
൰•ߠ߲ −

߲ℒ
ߠ߲

= 0 

Avec 
߲ℒ
•ߠ߲ = ܴ݉ଶ. •ߠ         ⇒      

݀
ݐ݀

൬
߲ℒ
൰•ߠ߲ = ܴ݉ଶ.  ••ߠ

߲ℒ
ߠ߲

= ܴ݉ଶ߱ଶ. sin ߠ cos ߠ − (݉݃ − ܴ݇)ܴ. sin  ߠ

En remplaçant 

ܴ݉ଶ. ••ߠ − ܴ݉ଶ߱ଶ. sin ߠ cos ߠ + (݉݃ − ܴ݇)ܴ. sin ߠ = 0 

D’où l’équation du mouvement 

••ߠ − ߱ଶ. sin ߠ cos ߠ + ൬
݃
ܴ

−
݇
݉

൰ sin ߠ = 0  
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3. Positions d’équilibre  ൫ࣂé܍ܚ܊ܑܔܑܝܙ
•• = ૙൯.  

D’après l’équation du mouvement 

߱ଶ. sin é୯ߠ cos é୯ߠ + ൬
݃
ܴ

−
݇
݉

൰ sin é୯ߠ = 0      ou     sin é୯ߠ . ൭cos é୯ߠ +
1

߱ଶ ൬
݃
ܴ

−
݇
݉

൰൱ = 0  

Les positions d’équilibre triviales : 

sin é୯ߠ = 0      ⇒ é୯ߠ       = 0     ou    ߠé୯ = ߨ  

Correspondent réciproquement, au point le plus haut et au point le plus bas du cerceau. 

La position d’équilibre non triviale : 

cos é୯ߠ = −
1

߱ଶ ൬
݃
ܴ

−
݇
݉

൰         ⇒ é୯ߠ      = arccos ൭−
1

߱ଶ ൬
݃
ܴ

−
݇
݉

൰൱   

Puisque   −1 ≤ cos é୯ߠ ≤ +1   cette position ne peut être obtenue que pour   

߱ଶ ≥ ฬ
݃
ܴ

−
݇
݉

ฬ 

 
4. Condition d’un mouvement oscillatoire. 

Comme  sin ߠ2 = 2 sin ߠ cos  : l’équation différentielle peut être écrite ,ߠ

••ߠ −
1
2

߱ଶ. sin ߠ2 + ൬
݃
ܴ

−
݇
݉

൰ sin ߠ = 0 

Au voisinage de ߠ = 0 :   sin ߠ ≈ et  sin  ߠ ߠ2 ≈  ߠ2

L’équation du mouvement devient : 

••ߠ + ൬
݃
ܴ

−
݇
݉

− ߱ଶ൰ ߠ = 0 

D’où la condition du mouvement oscillatoire 

݃
ܴ

−
݇
݉

− ߱ଶ > 0  

 
5. La pulsation des oscillations libre.  

߱଴ = ඨ݃
ܴ

−
݇
݉

− ߱ଶ  

Et la période des petites oscillations libres 

ܶ =
ߨ2
߱଴

= ඨߨ2
ܴ݉

݉݃ − ܴ݇ − ܴ݉ − ߱ଶ  
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6. Formalisme de Hamilton. 

ఏ݌ =
߲ℒ
•ߠ߲ = ܴ݉ଶ. •ߠ         et           •ߠ =

ఏ݌

ܴ݉ଶ 

ℋ(ߠ, ఏ݌ , (ݐ = •ߠఏ݌ − ℒ 
En remplaçant 

ℋ(ߠ, ఏ݌ , (ݐ =
ఏ݌

ଶ

ܴ݉ଶ − ൭
1
2

ఏ݌
ଶ

ܴ݉ଶ +
1
2

ܴ݉ଶ߱ଶ. sinଶ ߠ + ܴ݉݃. cos ߠ − ܴ݇ଶ. (1 + cos  ൱(ߠ

Donc 

ℋ(ߠ, (ఏ݌ =
1
2

ఏ݌
ଶ

ܴ݉ଶ −
1
2

ܴ݉ଶ߱ଶ. sinଶ ߠ − ܴ݉݃. cos ߠ + ܴ݇ଶ. (1 + cos (ߠ  

 
7. Les équations de Hamilton 

⎩
⎨

⎧ •ߠ =
߲ℋ
ఏ݌߲

=
ఏ݌

ܴ݉ଶ

ఏ݌
• = −

߲ℋ
ߠ߲

= ܴ݉ଶ߱ଶ. sin ߠ cos ߠ − ܴ݉݃. sin ߠ + ܴ݇ଶ. sin ߠ

� 

En dérivant la première équation 

••ߠ =
ఏ݌

•

ܴ݉ଶ 

Et en remplaçant par la deuxième équation 

••ߠ = ߱ଶ. sin ߠ cos ߠ − ൬
݃
ܴ

−
݇
݉

൰ sin ߠ  

Qui est l’équation différentielle du mouvement retrouvée précédemment. 
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EXERCICE 02: (10 points) 

1. Ecrire la vitesse  ሬ࢜ሬ⃗  .࢓  de la masse  ࢓

൜ݔ௠ = ݔ + ݈. sin  ߠ
௠ݕ = −݈. cos ߠ

�         ⇒       ൜ݔ௠
• = •ݔ + .•ߠ݈ cos  ߠ
௠ݕ

• = .•ߠ݈+ sin ߠ
� 

Donc 
௠ݒ⃗ = •ݔ) + .•ߠ݈ cos ௫⃗݁(ߠ + .•ߠ݈) sin ௬⃗݁(ߠ  

Et son module 

௠ݒ = ඥ(ݔ• + .•ߠ݈ cos ଶ(ߠ + .•ߠ݈) sin  ଶ(ߠ
D’où 

௠ݒ = ඥݔ•ଶ + ݈ଶߠ•ଶ + •ݔ•ߠ2݈ cos  ߠ

En faisant l’approximation  cos ߠ ≈ 1 dans le cas des 
petites oscillations. 

௠ݒ ≈ ඥݔ•ଶ + ݈ଶߠ•ଶ + •ݔ•ߠ2݈ = •ݔ + •ߠ݈  
 
2. Ecrire le Lagrangien  ख  du système. 

ܶ =
1
2

݉. ௠ݒ
ଶ +

1
2

݉ଵ. ௠భݒ
ଶ +

1
2

݉ଶ. ௠మݒ
ଶ                et                 ܷ = ݉݃ℎ௠ + ݉ଵ݃ℎ௠భ + ݉ଶ݃ℎ௠మ  

Avec   ൫−ݕ௠భ + ݔ = ܮ = constante൯  fil inextensible. Donc 

൜
௠భݒ = •ݔ

௠మݒ = ௠భݕ
• = •ݔ �        ;      ቊ

ℎ௠భ = 0
ℎ௠మ = ௠భݕ = ݔ − ܮ

�        et     ℎ௠ = ௠ݕ = −݈. cos  ߠ

En remplaçant 

ℒ = ܶ − ܷ =
1
2

݉. •ݔ) + ଶ(•ߠ݈ +
1
2

݉ଵ. ଶ•ݔ +
1
2

݉ଶ. ଶ•ݔ + ݈݉݃. cos ߠ − ݉ଵ݃ݔ + ݉ଵ݃ܮ 

En omettant la constante et en utilisant (݉ଵ = ݉ଶ = .ߙ ݉) 

ℒ =
1
2

•ݔ)݉ + ଶ(•ߠ݈ + .݉ߙ ଶ•ݔ + ݈݉݃. cos ߠ − .݃݉ߙ ݔ  

 
3. Ecrire les équations de Lagrange du système. 

൞

݀
ݐ݀

൬
߲ℒ
൰•ݔ߲ −

߲ℒ
ݔ߲

= 0

݀
ݐ݀

൬
߲ℒ
൰•ߠ߲ −

߲ℒ
ߠ߲

= 0
�              ⇒                ൞

݀
ݐ݀

൫(݉ + .(݉ߙ2 •ݔ + ൯•ߠ݈݉ − (݃݉ߙ−) = 0

݀
ݐ݀

(݈݉ଶ. •ߠ + ݈݉. (•ݔ − (−݈݉݃. sin (ߠ = 0
� 

Et  

൜
(݉ + .(݉ߙ2 ••ݔ + ••ߠ݈݉ + ݃݉ߙ = 0
݈݉ଶ. ••ߠ + ݈݉. ••ݔ + ݈݉݃. sin ߠ = 0

� 

Dans l’approximation des petits angles (sin ߠ ≈  (ߠ

൜
(݉ + .(݉ߙ2 ••ݔ + ••ߠ݈݉ + ݃݉ߙ = 0

݈݉ଶ. ••ߠ + ݈݉. ••ݔ + ݈݉݃. ߠ = 0
� 

Ou  

൜
(1 + .(ߙ2 ••ݔ + ••ߠ݈ + ݃ߙ = 0

݈. ••ߠ + ••ݔ + ݃. ߠ = 0
�  

  

݉ 

݈ 

 ݔ

 ߠ

݉ଶ = .ߙ ݉ 

݃⃗ 

݉ଵ = .ߙ ݉ 

 ݔ

 ݕ

ܱ 

݈. cos  ߠ

݈. sin  ߠ

௠భݕ  
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4. Equation différentielle du mouvement en  ࣂ. 

D’après la première équation 
(1 + .(ߙ2 ••ݔ + ••ߠ݈ + ݃ߙ = 0 

••ݔ = −
݈

1 + ߙ2
••ߠ −

ߙ
1 + ߙ2

݃ 

En remplaçant dans la seconde équation 

݈. ••ߠ + ൬−
݈

1 + ߙ2
••ߠ −

ߙ
1 + ߙ2

݃൰ + ݃. ߠ = 0 

݈ߙ2
1 + ߙ2

••ߠ + ݃. ߠ −
ߙ

1 + ߙ2
݃ = 0 

Et donc 

••ߠ + ൬
1

ߙ2
+ 1൰

݃
݈

ߠ −
1
2

݃
݈

= 0  

 
5. Equation horaire du mouvement du pendule ࣂ(࢚). 

Solution homogène 

••ߠ + ൬
1

ߙ2
+ 1൰

݃
݈

ߠ = 0 

௛ߠ = .ܣ sin(߱଴ݐ + ߮)            avec       ߱଴ = ඨ൬
1

ߙ2
+ 1൰

݃
݈

 

 
Solution particulière :  ߠ௣ = constante  ൫ߠ௣

•• = 0൯. 

൬
1

ߙ2
+ 1൰

݃
݈

௣ߠ −
1
2

݃
݈

= 0          ⇒ ௣ߠ        =
ߙ

1 + ߙ2
 

 
D’où la solution générale 

(ݐ)ߠ = ௛ߠ + ௣ߠ = .ܣ sin(߱଴ݐ + ߮) +
ߙ

1 + ߙ2
 

 
Pour un système initialement au repos (sans vitesse initiale) 

ݐ)•ߠ = 0) = .଴߱ܣ cos(߮) = 0      ⇒          ߮ = ± ߨ 2⁄  

(0)ߠ = ଴ߠ = .ܣ sin(± ߨ 2⁄ )           ⇒ ܣ         =  ଴ߠ±
Finalement 

(ݐ)ߠ = .଴ߠ sin ቀ߱଴ݐ +
ߨ
2

ቁ +
ߙ

1 + ߙ2
 

 
6. Les équations horaires du mouvement. 

Pour   ߙ ≫ 1   nous avons  ߠ௣ ≈ ݀ܽݎ 0,5 ≈ 28 °. Donc, nous ne pouvons plus faire l’approximation 
des petits angles. 

௠ݒ = ඥݔ•ଶ + ݈ଶߠ•ଶ + •ݔ•ߠ2݈ cos  ߠ
Et 

ℒ =
1
2

݉൫ݔ•ଶ + ݈ଶߠ•ଶ + •ݔ•ߠ2݈ cos ൯ߠ + .݉ߙ ଶ•ݔ + ݈݉݃. cos ߠ − .݃݉ߙ  ݔ
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Et les équations de Lagrange donnent : 

൞

݀
ݐ݀

൬
߲ℒ
൰•ݔ߲ −

߲ℒ
ݔ߲

= 0

݀
ݐ݀

൬
߲ℒ
൰•ߠ߲ −

߲ℒ
ߠ߲

= 0
�           ⇒        ൞

݀
ݐ݀

൫(݉ + .(݉ߙ2 •ݔ + .•ߠ݈݉ cos ൯ߠ − (݃݉ߙ−) = 0

݀
ݐ݀

(݈݉ଶ. •ߠ + ݈݉. .•ݔ cos (ߠ − .•ݔ•ߠ݈݉) sin ߠ − ݈݉݃. sin (ߠ = 0
� 

Et  

൜(1 + .(ߙ2 ••ݔ + .••ߠ݈ cos ߠ + .ଶ•ߠ݈ sin ߠ + ݃ߙ = 0
݈. ••ߠ + .••ݔ cos ߠ + ݃. sin ߠ = 0

�  

 


