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MODULE : RELATIVITÉ RESTREINTE 
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Exercice 01 : Transformation de Lorentz-Poincaré (10 points) 
On se propose d’établir la transformation de Lorentz-Poincaré entre les coordonnées (𝑐𝑡, 𝑥) d’un point matériel  
𝑀 dans un référentiel galiléen  ℛ(𝑂𝑥)  et les coordonnées  (𝑐𝑡′, 𝑥′)  du même point matériel dans un référentiel 
 ℛ′(𝑂′𝑥′)  se déplaçant avec une vitesse uniforme  𝑣⃗ = 𝑣𝑒 . 𝑒𝑥  par rapport à  ℛ. Pour se faire, nous utilisons les 
propriétés de cette transformation. La linéarité de la transformation impose d’écrire 

{
𝑥 = 𝑘. 𝑥′ + 𝑙. 𝑐𝑡′

𝑐𝑡 = 𝑚. 𝑥′ + 𝑛. 𝑐𝑡′ 

Tel que  𝑘, 𝑙, 𝑚, 𝑛  sont des constantes réelles. 

1. En utilisant la réciprocité de la transformation (ℛ se déplace avec une vitesse −𝑣𝑒 . 𝑒𝑥 par rapport à ℛ′) et 
l’invariance de la vitesse de la lumière dans les deux référentiels, trouver les valeurs des constantes 𝑘, 𝑙, 𝑚, 𝑛 
en fonction de  𝛽𝑒 tel que  𝛽𝑒 = 𝑣𝑒 𝑐⁄ . 

……. Si nous nous plaçons à l’origine  𝑂′
 nous aurons ……. 𝑥′ = 0 ……. et ……. 𝑥 = 𝑣𝑒 . 𝑡 ...............  

……. Ce qui donne ………………………………….  {
𝑣𝑒 . 𝑡 = 𝑙. 𝑐𝑡′   … … …  (1)

𝑐𝑡 = 𝑛. 𝑐𝑡′    … … …  (2)
  ...............................................................  

……. En divisant  (1) (2)⁄   nous obtenons ………………….  𝑙 = 𝛽𝑒 . 𝑛  ...........................................................  

……. Si nous nous plaçons à l’origine  𝑂 nous aurons ……. 𝑥 = 0 ……. et ……. 𝑥′ = −𝑣𝑒 . 𝑡′ ............  

……. Ce qui donne ………………………… {
𝑘. 𝑣𝑒 . 𝑡′ = 𝑙. 𝑐𝑡′       … … … … … …  (3)

𝑐𝑡 = −𝑚. 𝑣𝑒 . 𝑡′ + 𝑛. 𝑐𝑡′    … … …  (4)
 ......................................................  

……. De l’équation (3) nous avons ………………….  𝑙 = 𝛽𝑒 . 𝑘   ……. et ……. 𝑘 = 𝑛    ......................................  

……. Donc la transformation s’écrit …………….…… {
𝑥 = 𝑘. (𝑥′ + 𝛽𝑒 . 𝑐𝑡′)

𝑐𝑡 = 𝑚. 𝑥′ + 𝑘. 𝑐𝑡′   .................................................  

……. Invariance de la vitesse de la lumière dans  ℛ ……….….……  𝑥2 = 𝑐2𝑡2    … …  (5)  ................  

……. Invariance de la vitesse de la lumière dans  ℛ′ …..…..….…  𝑥′2
= 𝑐2𝑡′2

  … …  (6)  ................  

……. En remplaçant  𝑥  et  𝑐𝑡  trouvés précédemment dans l’équation  (5) ...........................  

…………………………………. ( 𝑘2 −  𝑚2) 𝑥′2
+ 2𝑘(𝑘𝛽𝑒 − 𝑚). 𝑥′ . 𝑐𝑡′ =  𝑘2(1 − 𝛽𝑒

2). 𝑐2𝑡′2
 ..............................................  

……. En comparant avec l’équation  (6) il vient que  .......................................................................  

………………………. ( 𝑘2 −  𝑚2) = 1 ………………. 2𝑘(𝑘𝛽𝑒 − 𝑚) = 0 ……………….  𝑘2(1 − 𝛽𝑒
2) = 1 ...................................  

……. Donc  ..............................................................................................................................................................  

……………………..……….. 𝑘 = (1 − 𝛽𝑒
2)−1 2⁄ = 𝛾𝑒  ………………………….  𝑚 = 𝑘𝛽𝑒 = 𝛾𝑒𝛽𝑒  ..............................................  

……. Et   ....................................................................................................................................................................  

………………………..……..……….. 𝑙 = 𝑘𝛽𝑒 = 𝛾𝑒𝛽𝑒  ………………………….  𝑛 = 𝑘 = 𝛾𝑒  ..........................................................  
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……. D’où la transformation de Lorentz  ..............................................................................................  

…………………………………………………………………. {
𝑥 = 𝛾𝑒(𝑥′ + 𝛽𝑒 . 𝑐𝑡′)

𝑐𝑡 = 𝛾𝑒(𝛽𝑒 . 𝑥′ + 𝑐𝑡′)
 .........................................................................  

……………………………………………………………………..……………………………………………………………………………………………………….. 

2. Montrer alors que la valeur  𝑠2 = 𝑐2𝑡2 −  𝑥2 −  𝑦2 −  𝑧2  est invariante par la transformation ainsi obtenue. 

……………………………………………………………………..……………………………………………………………………………………………………….. 

……. En remplaçant  𝑥, 𝑦, 𝑧  et  𝑐𝑡  par la transformation de Lorentz, nous avons  ............  

……. (avec  𝑦 = 𝑦′
  et   𝑧 = 𝑧′

) ..........................................................................................................................  

…………………………………………. 𝑠2 = 𝛾𝑒
2(1 − 𝛽𝑒

2). 𝑐2𝑡′2
− 𝛾𝑒

2(1 − 𝛽𝑒
2) 𝑥′2

−  𝑦′2
− 𝑧′2

 ................................................  

……. Ce qui donne  .............................................................................................................................................  

……………………………………………….…. 𝑠2 = 𝑐2𝑡′2
−  𝑥′2

−  𝑦′2
− 𝑧′2

=  𝑠′2
  ...............................................................  

……………….…. D’où, la valeur  𝑠2 = 𝑐2𝑡2 −  𝑥2 −  𝑦2 −  𝑧2
  est invariante par la  .............................  

……………….….  transformation de Lorentz-Poincaré  ...........................................................................  

……………………………………………………………………..……………………………………………………………………………………………………….. 

3. En posant  𝛽𝑒 = tanh 𝑟𝑒  trouver la forme hyperbolique de la transformation de Lorentz-Poincaré. 

……………………………………………………………………..……………………………………………………………………………………………………….. 

……………….….  La rapidité   𝑟𝑒  étant donnée par   ….…  𝛽𝑒 = tanh 𝑟𝑒   ....................................................  

……. Donc  ..............................................................................................................................................................  

𝛾𝑒 =
1

√1 − 𝛽𝑒
2

=
1

√1 − tanh2 𝑟𝑒

 

……. Comme  ..........................................................................................................................................................  

1 − tanh2 𝑟𝑒 = 1 −
sinh2 𝑟𝑒

cosh2 𝑟𝑒
=

cosh2 𝑟𝑒 − sinh2 𝑟𝑒

cosh2 𝑟𝑒
=

1

cosh2 𝑟𝑒
         ⇒         𝛾𝑒 = cosh 𝑟𝑒 

……………………………………………………………………..……………………………………………………………………………………………………….. 

……. La transformation de Lorentz  s’écrit alors sous la forme  ................................................  

……………………………………………………………….. {
𝑥 = cosh 𝑟𝑒 (𝑥′ + tanh 𝑟𝑒 . 𝑐𝑡′)

𝑐𝑡 = cosh 𝑟𝑒 (tanh 𝑟𝑒 . 𝑥′ + 𝑐𝑡′)
 .............................................................  

……. Comme  ……………………………………..…. cosh 𝑟𝑒 . tanh 𝑟𝑒 = sinh 𝑟𝑒   ....................................................................  

……………………………………………………………………..……………………………………………………………………………………………………….. 

……. Nous obtenons la forme hyperbolique de la transformation de Lorentz   ..................  

…………………………………………………………. {
𝑥 = cosh 𝑟𝑒 . 𝑥′ + sinh 𝑟𝑒 . 𝑐𝑡′

𝑐𝑡 = sinh 𝑟𝑒 . 𝑥′ + cosh 𝑟𝑒 . 𝑐𝑡′  ....................................................................  

……………………………………………………………………..……………………………………………………………………………………………………….. 

……………………………………………………………………..……………………………………………………………………………………………………….. 
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Exercice 02 : (10 points) 

Considérons deux tiges 𝐴𝐵  et 𝐴′𝐵′  ayant des longueurs 
propres  𝑙propre = 𝐿  et  𝑙′

propre = 𝛼. 𝐿. La tige  𝐴′𝐵′  glisse 

sur la tige  𝐴𝐵  à une vitesse constante   𝑣⃗ = 𝑣. 𝑒𝑥. ℛ  et  ℛ′ 
sont les deux référentiels liés respectivement aux tiges  𝐴𝐵  et  
𝐴′𝐵′ comme le montre la figure ci-contre. Notons les 
événements suivants : 
𝐸0 = « 𝐴  et 𝐵′ coïncident »,  𝐸1 = « 𝐴  et 𝐴′ coïncident  »,  
𝐸2 = « 𝐵  et 𝐵′ coïncident  »,  𝐸3 = « 𝐵  et 𝐴′ coïncident  ». 
 

1. Ecrire, en fonction de  𝛽, 𝛾  et  𝐿, les coordonnées des événements  𝐸0, 𝐸1, 𝐸2  et  𝐸3  dans les référentiels   ℛ  
et  ℛ′. 

……. Transformation de Lorentz  ..…. {
𝑐𝑡 = 𝛾(𝑐𝑡′ + 𝛽. 𝑥′)

𝑥 = 𝛾(𝛽. 𝑐𝑡′ + 𝑥′) 
 ……. et ……. {

𝑐𝑡′ = 𝛾(𝑐𝑡 − 𝛽. 𝑥)

𝑥′ = 𝛾(−𝛽. 𝑐𝑡 + 𝑥) 
 ...................  

……. Evénement  𝐸0 = « 𝐴  et  𝐵′
 coïncident » ……. 𝑥0 = 0 ……. et ……. 𝑥0

′ = 0 .....................................  

……. Donc …………………..…. {
𝑐𝑡0 = 𝛾(𝑐𝑡0

′ + 𝛽. 0)

0 = 𝛾(𝛽. 𝑐𝑡0
′ + 0) 

 ……. et ……. {
𝑐𝑡0

′ = 𝛾(𝑐𝑡0 − 𝛽. 0)

0 = 𝛾(−𝛽. 𝑐𝑡0 + 0) 
 ................................................  

……. Ce qui donne ……..………..…. 𝐸0 (
𝑐𝑡0 = 0
𝑥0 = 0 

)
ℛ

 ……. et ……. 𝐸0 (
𝑐𝑡0

′ = 0

𝑥0
′ = 0 

)
ℛ′

 .................................................  

……. Evénement  𝐸1 = « 𝐴  et  𝐴′
 coïncident  » ………. 𝑥1 = 0 ……. et ……. 𝑥1

′ = −𝛼. 𝐿  ..........................  

……. Donc …………………..…. {
𝑐𝑡1 = 𝛾(𝑐𝑡1

′ − 𝛽𝛼𝐿)

0 = 𝛾(𝛽. 𝑐𝑡1
′ − 𝛼𝐿) 

 ……. et ……. {
𝑐𝑡1

′ = 𝛾(𝑐𝑡1 − 𝛽. 0)

−𝛼𝐿 = 𝛾(−𝛽. 𝑐𝑡1 + 0) 
 ..........................................  

……. Ce qui donne …..………..…. 𝐸1 (
𝑐𝑡1 = 𝛼𝐿 𝛾𝛽⁄

𝑥1 = 0 
)

ℛ

 ……. et ……. 𝐸1 (
𝑐𝑡1

′ = 𝛼𝐿 𝛽⁄

𝑥1
′ = −𝛼𝐿 

)
ℛ′

.....................................  

……. Evénement  𝐸2 = « 𝐵  et  𝐵′
 coïncident  » ………. 𝑥2 = 𝐿 ……. et ……. 𝑥2

′ = 0 .................................  

……. Donc ………………..…. {
𝑐𝑡2 = 𝛾(𝑐𝑡2

′ + 𝛽. 0)

𝐿 = 𝛾(𝛽. 𝑐𝑡2
′ + 0) 

 ……. et ……. {
𝑐𝑡2

′ = 𝛾(𝑐𝑡2 − 𝛽. 𝐿)

0 = 𝛾(−𝛽. 𝑐𝑡2 + 𝐿) 
 ...................................................  

……. Ce qui donne ……..…………..…. 𝐸2 (
𝑐𝑡2 = 𝐿 𝛽⁄

𝑥2 = 𝐿 
)

ℛ

 ……. et ……. 𝐸2 (
𝑐𝑡2

′ = 𝐿 𝛾𝛽⁄

𝑥2
′ = 0 

)
ℛ′

 ...................................  

……. Evénement  𝐸3 = « 𝐵  et  𝐴′
 coïncident  » ………. 𝑥3 = 𝐿 ……. et ……. 𝑥3

′ = −𝛼. 𝐿...........................  

……. Donc ………………..…. {
𝑐𝑡3 = 𝛾(𝑐𝑡3

′ − 𝛽𝛼𝐿)

𝐿 = 𝛾(𝛽. 𝑐𝑡3
′ − 𝛼𝐿) 

 ……. et ……. {
𝑐𝑡3

′ = 𝛾(𝑐𝑡3 − 𝛽. 𝐿)

−𝛼𝐿 = 𝛾(−𝛽. 𝑐𝑡3 + 𝐿) 
 .............................................  

……. Ce qui donne ……...…. 𝐸3 (
𝑐𝑡3 = (𝛼 + 𝛾)𝐿 𝛾𝛽⁄

𝑥3 = 𝐿 
)

ℛ

 ……. et ……. 𝐸3 (
𝑐𝑡3

′ = (1 + 𝛼𝛾)𝐿 𝛾𝛽⁄

𝑥3
′ = −𝛼𝐿 

)
ℛ′

 ..................  

𝑥′ 

𝑂 

𝑦 

𝑣⃗ 

𝑂′ 

𝑥 

𝑦′ 

ℛ′ ℛ 

Tige 1 
𝐴 𝐵 

Tige 2 
𝐵′ 𝐴′ 
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2. Calculer le carré de l’intervalle entre les deux événements   𝐸1   et  𝐸2. 

𝑠12
2 = (𝑐𝑡2 − 𝑐𝑡1)2 − (𝑥2 − 𝑥1)2  = (

𝐿

𝛽
−

𝛼𝐿

𝛾𝛽
)

2

− (𝐿 − 0)2 = (
1

𝛾2𝛽2
(𝛾 − 𝛼)2 − 1) 𝐿2 

……. Ce qui donne ..............................................................................................................................................  

𝑠12
2 = (𝛾2 − 2𝛼𝛾 + 𝛼2 − 𝛾2𝛽2)

𝐿2

𝛾2𝛽2
= (−2𝛼𝛾 + 𝛼2 + 𝛾2(1 − 𝛽2))

𝐿2

𝛾2𝛽2
 

……. Comme ……………………………………………………..…. 𝛾2(1 − 𝛽2) = 1  ....................................................................  

𝑠12
2 =

1 − 2𝛼𝛾 + 𝛼2

𝛾2𝛽2
𝐿2  

3. Vérifier l’invariance de cet intervalle. Quel est son genre ? Expliquer. 

𝑠12
′ 2

 = (𝑐𝑡2
′ − 𝑐𝑡1

′ )2 − (𝑥2
′ − 𝑥1

′ )2  = (
𝐿

𝛾𝛽
−

𝛼𝐿

𝛽
)

2

− (𝛼𝐿)2 = (
(1 − 𝛾𝛼)2

𝛾2𝛽2
− 𝛼2) 𝐿2 = 𝑠12

2  

……. L’intervalle est invariant par changement de référentiel.................................................  

……. Pour …….…. 𝛼 ∈ ]𝛾(1 − 𝛽), 𝛾(1 + 𝛽)[ ….…. ⇒ …..…. 𝑠12
2 < 0 …..…. Intervalle genre espace  ............  

……. Pour ……. 𝛼 ∈ [0, 𝛾(1 − 𝛽)[ ∪ ]𝛾(1 + 𝛽), +∞[ ……. ⇒ ….. 𝑠12
2 > 0 ….…. Intervalle genre temps .......  

……. Pour …….…. 𝛼 = 𝛾(1 ± 𝛽) ….…. ⇒ …..…. 𝑠12
2 = 0 …..…. Intervalle genre lumière ...........................  

4. Peut-on inverser les chronologies des événements   𝐸1  et  𝐸2   par un changement de référentiel ? (oui /non) 

5. Calculer le carré de l’intervalle entre les deux événements   𝐸1   et  𝐸3. 

𝑠13
2 = (𝑐𝑡3 − 𝑐𝑡1)2 − (𝑥3 − 𝑥1)2  = (

(𝛼 + 𝛾)𝐿

𝛾𝛽
−

𝛼𝐿

𝛾𝛽
)

2

− (𝐿 − 0)2 = (
1

𝛽2
− 1) 𝐿2 = (

1 − 𝛽2

𝛽2
) 𝐿2 

……. Comme ……………………………………………………..…. (1 − 𝛽2) = 1 𝛾2⁄   ..................................................................  

𝑠13
2 = 𝐿2 𝛾2𝛽2⁄  

6. Quel est son genre ? Expliquer. 

…………………………………………………………………………….…. 𝑠13
2 > 0  ..................................................................................  

….. L’intervalle est du genre temps car il concerne le même point matériel   𝑨′ .............  

7. Peut-on inverser les chronologies des événements   𝐸1  et  𝐸3   par un changement de référentiel ? (oui/non ) 

8. Pour quelle valeur  𝛼ℛ  de  𝛼   les événements  𝐸1   et  𝐸2  sont simultanés dans  ℛ  ? 

……. 𝐸1   et  𝐸2  sont simultanés dans  ℛ, donc …………………..…. 𝑐𝑡1 = 𝑐𝑡2  ..........................................  

𝛼𝐿

𝛾𝛽
=

𝐿

𝛽
         ⇒          𝛼ℛ = 𝛾  

9. Pour quelle valeur  𝛼ℛ′   de  𝛼   les événements  𝐸1   et  𝐸2  sont simultanés dans   ℛ′  ? 

……. 𝐸1   et  𝐸2  sont simultanés dans  ℛ′
, donc …………………..…. 𝑐𝑡1

′ = 𝑐𝑡2
′
  .........................................  

𝛼𝐿

𝛽
=

𝐿

𝛾𝛽
         ⇒          𝛼ℛ′ =

1

𝛾
 

10. Application numérique (des questions 2, 5, 8 et 9) :  𝐿 = 1 𝑚 et  𝑣 = (√35 6⁄ ). 𝑐   ⇒   𝜷 = √𝟑𝟓 𝟔⁄   𝐞𝐭   𝜸 = 𝟔 

𝑠12
2 = (1 − 12𝛼 + 𝛼2) 35⁄  𝑠13

2 = 1 35⁄ = 0,0385 𝛼ℛ = 6 𝛼ℛ′ = 1 6⁄ = 0,1667 
 

 


