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Exercice 01 : (10 points)

1. Ecrire la transformation de Lorentz réduite aux deux coordonnées (ct,x) d’un événement dans le référentiel
R en fonction des coordonnées (ct’,x’) du méme événement dans le référentiel R’ en translation uniforme
d’'une vitesse ¥, = U,.€, par rapport a R, les axes (Ox) et (0'x") étant paralléles. Expliciter B, et la

constante relativiste y,.

{ct = Yo (ct' + Be.x")
X =Ye(Be-ct’ +x')

ow |

ct' = y.(ct — Box)
x" =y, (—P,.ct + x)

Avec

et |re=7—=-=
\/1—&3 \/1—1}3/62

1

2. Enposant B, = tanh(r,) trouver la forme hyperbolique de la transformation de Lorentz. (1, est la rapidité).

y = —m—_—m o mmvn——
‘ {1 —tanh?(r,)

1
= cosh(r,)

sinh(7,)
Be = tanh(r,) = cosh(r3)
D’ow
{ct = cosh(r,) (ct’ + tanh(r,) .x")
x = cosh(r,) (tanh(r,) .ct’ + x')
et

{ct = cosh(r,).ct’ + sinh(r,) . x’
x = sinh(r,).ct’ + cosh(r,) . x’

Soit R un référentiel en translation uniforme d’une vitesse U, = v,.€,s parrapporta R’',lesaxes (0'x") et

(0"'x'") étant paralléles.

y y
4 Yoy
R R’
0 o'
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3. Montrer a 'aide de I’écriture hyperbolique que la relation entre les coordonnées (ct,x) et (ct”,x") d’un
méme événement dans les référentiels R et R'' est aussi une transformation de Lorentz. Quelle est alors la
rapidité r,;’ de la transformation résultante ? (on note 7, la rapidité de la transformation R’ —» R"’)

ct’" = cosh(ry)).ct” + sinh(7)).x"

{ct = cosh(r,).ct’ + sinh(r,) .x’
x' = sinh(r)).ct"” + cosh(ry).x"

x = sinh(r,) .ct’ + cosh(r,) . x'
Enwremplacant ct' et x' dony la premiérve transformatiow

{ct = cosh(r,).(cosh(r)).ct” + sinh(7)) .x"") + sinh(r,) . (sinh(ry) . ct’" + cosh(r)) .x"")
x = sinh(r,) . (cosh(7)) .ct” + sinh(r)) .x") + cosh(r,) . (sinh(r}) .ct" + cosh(r)).x"")

Ce qui donne

{ct = (cosh(r,) cosh(r)) + sinh(r;,) sinh(r})).ct” + (cosh(r,) sinh(ry) + sinh(7,) cosh(7})).x"
x = (sinh(r,) cosh(r)) + cosh(r,) sinh(7))).ct" + (sinh(7,) sinh(r,) + cosh(r,) cosh(r,)).x"

et |

Comume

{sinh(re) sinh(r,) + cosh(r,) cosh(ry) = cosh(r, + 1))
sinh(r,) cosh(ry) + cosh(r,) sinh(ry) = sinh(r, + 1)

Il vient que

{ct = cosh(r, + 7)) .ct" + sinh(r, + 7)) . x"
x = sinh(r, + 1)) .ct"" + cosh(r, + 1) .x"

Quivavlav forme dune transformatiov de Loventy owvec une rapidite

T, =1, +71,

4. Enposant: v, = v, = 0,95 X c. Quelle est |a vitesse de translation v, de R parrapporta R?

v, =1, =095.¢ = B. = Bs = 0,95

Comume
1, = 1, = arctanh(B,) = arctanh(0,95)
Donc
1, =71, +1, = 2.arctanh(0,95) = 3,6635
et

/ =" = tanh(r;") = tanh(3,6635) . = [vf =0,9987.c|

e

cosh(a + b) = cosh(a) .cosh(b) + sinh(a).sinh(b) {tanh(a) = sinh(a)/cosh(a)

On donne : {sinh(a + b) = sinh(a) . cosh(b) + cosh(a).sinh(b) cosh?(a) —sinh?(a) = 1
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Exercice 02 : (10 points)

Une fusée (liée au référentiel R') se déplace avec une vitesse constante v = f.c¢ par rapport a la Terre
(référentiel R). Elle fait le voyage, en ligne droite, de la Terre vers Mars, considérée comme fixe et a une distance
L par rapport a la terre (figure en bas). Les conditions initiales et les directions des axes sont ceux de la
transformée de Lorentz dont les variables sont (ct, x).

Nous appelons les événements : E, « passage de la fusée par la Terre », E; « passage de la fusée par Mars»

!

L/2 - L/2

1. Ecrire enfonctionde B,y et L les coordonnées des événements E, et E; dans les référentiels R et R'.
Trowvsformationw de Loventsy

{ct =y(ct' + B.x") ot { ct' =y(ct —B.x)
x=y(B.ct' +x") x'" =y(=B.ct +x)

tvénement E, « passage de lafuséepow lavTerve»:  x,=0 et x;=0

cty = y(cty + B.0) ) (Cto = 0) (Ct(') = 0)
bona {0=V(ﬂ-ct6+0) coquidonne B (' o) | e Bl g)

tvénement E, « passage de lafusée pow laoMaws»:  x; =L et x;=0

e cty =y(ct; +5.0) o d ct, =L/B ct] = L/yp
D {L :]/(,B.Cti-l-O) cequ El( x1 =1L >R et El( xi:O )R'

2. Endéduire la durée du trajet At pour un observateur terrestre et la durée du trajet At’ pour un observateur
lié a la fusée. Comparer.

At =t t—L—L t At' = t; t’—L—lL
1 O_Bc_v ¢ - O_yﬁc_yv

3. Quelle-est alors la distance Terre-Mars L' calculée par un observateur lié a la fusée ? Comparer avec L.
Powr v observatewr lié v lov fusée, cest Mars qui vient vers lui avec
une vitesse v durant unw temps At', donc lav distance parcourue est

U =v.At' =L/y|
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Quand la fusée se trouve a mi-chemin entre la Terre et Mars elle émet simultanément un signal lumineux en
direction de la Terre et un autre signal lumineux vers Mars. Nous appelons les événements : E, « émission des
signaux lumineux par la fusée » , E5 « réception du signal sur Terre », E, « réception du signal sur Mars ».

4. Ecrire enfonctionde B,y et L les coordonnées des événements E,, E;, E, dans les référentiels R et R'.

E, « émisgsion des signoux Wuminewx bow lavfusées :  x, =L/2 et x5 =0

ct, =y(ct; + B.0) . ct, = L/2pB cty; = L/2yB
Done {L/z=y(/3.ct;+0) ce qui donine E2<x2=L/2 )R et EZ( X, = 0 )R,

E; « réception duw signod suw Texrver»: . x3 =0
Puisque le rayon lumineux parcowrt une distance L/2 (dang le référentiel

Terrestre) awvec une vitesse absolue ¢, donc

c.(t3—ty) =1L/2 = cty =ct, +L/2 et donc. . cty =%L
tEnw remplacant dany law transformation de Loventy

cty = y(cts — B.x3) ct; = (1+B)L/2B cty =y (1 +BL/2p
b =y =preta 420 (T 20 ) e G T ),

d o

E, « réception duw signad suwr Maws»:  x, =L
Puisque le rayonv lumineur pawrcourt une distance L/2 (dans le réféerentiel

Terrestre) awec une vitesse absolue c, donc

C(t4,_t2):L/2 = Ct4:Ct2+L/2 etd/O‘VLC/ Ct4:%l’
Ew remplacant dany lav tromsformation de Loventsy

{ cty = y(cts — B-x4)
xy =y(=P.cty + x4)

d o

ct, =1 +p)L/2B cty=y (1 +p—2B*)L/2B
E‘*( ' Xy =L )R et E4( 4xL'L:y(1—,8)L/2 )R,

5. Que peut-on dire sur la simultanéité des événements E; et E,?

ty =t, Les deur evénementy sont simudtoneés pour un observatewr lié v R
ty # ty Les deux evénementy ne sont pas simulianés pour ww obs. lié o R’

6. Calculer le carré des intervalles espace-temps s23, s2, puis sZ,. Commenter.

1 1 \? 1.\? .
s33 = (ctz — cty)? — (x3 — x3)? =(2L;L—ﬁL) _(O_EL) =0 Gevwe lumiere

2 2
s34 = (cty —cty)? — (xg —x)% = (ﬁL —iL) — (L —%L) =0 Gevwe lumiere

28 2P
s34 = (cty —ct3)? — (g —x3)% = (%L —%L)2 —(L-0)>=-1? Gevwe espace
s34 est dw gevwe espace cor les evénementy concernent pas le méme photov

Applications numériques: v =1,8x 108 m/s ; L=78x10°km ; B=0,6 ; y=1,25

At = 433,33 s = 7,22 min| At' =346,67s=5,78min L' =62,4x10° km | sZ, = —6,084 x 10> km?
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